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FORMES QUADRATIQUES BINAIRES INDEFINIES 

A INDETERMIN^ES CONJUGUfiES, 
Par M. ^MiLE PICARD, 

PROFESSEUR SUPPLEANT A LA SORBONNE. 



J'ai moDtre, dans un travail precedent [Acta math., I), comment les 
formes quadratiques indefinies a indeterminees conjugates et a coeffi- 
cients entiers pouvaienl conduire a une classc etendue de groupes dis- 
continus de substitutions lineaires, et ces groupes sont isomorphes aux 
groupes de substitutions qui transforment ces formes en elles-memes. 
En se bornant d*abord aux formes quadratiques binaires, la question 
se posait alors de chercher les substitutions fondamentales d'un tel 
groupe pour une forme quadratique indefinie donnee. C'est la un pro- 
bleme qui est intimement lie a la thcorie arithmetique de ces formes, 
theorie qui n'a pas encore ete d^veloppee et dont je me propose d'in- 
diquer dans ce Mcmoire quelques points fondamentaux, qui donneront 
djailleurs immediatement la solution du probleme propose. 

Ann, de I'ic, NormaU. 3* Sorie. Tome I. — Janvier 1884. 2 
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On connait la methode celebre par laquelle M. Hermite ramene Te- 
tude arithm^tique d'une forme quadratique reclle indcfinie a la reduc- 
tion continuelle d'une forme definie dependant de certains parametres 
arbitraires, ce qui lui a permis d'etablir ces deux iheoremes fondamen- 
taux, qu'k un determinant donne correspondait un nombre fini de 
classes et que toutes les substitutions semblables correspondant a une 
forme pouvaient etre obtenues par la combinaisond*un nombre fini de 
substitutions fondamentales {Journal de Crelle, t. 47). Les applications 
pratiques de cette methode peuvenl etre souvent fort delicates, tant a 
cause du choix des conditions de reduction d'une forme definie que 
par la difficulte de suivre la variation simultanee des divers parame- 
tres arbitraires. On Irouvera, dans le beau Memoire de M. Selling {Jour- 
nal de Crelle, t. 77), une application de la methode aux formes tcr- 
naires indefinies, et, dans un important travail {Annales de fEcole 
Normale, 1881), M. Charvo, aprfes avoir repris la methode de reduc- 
tion de M. Sejiing pour les formes ternaires definies, a fait une applica- 
tion des memes principes h Tetude des irralionnelles du troisieme dcgrc. 

La methode de M. Hermiie pent s'etendre aux formes quadraliques 
a indeterminees conjuguees, et cette extension est le point de depart 
de mon etude sur les formes binaires indefinies. Quant aux conditions 
de reduction d'une forme binaire definie a indeterminees conjuguees, 
elles ont ete donnees par M. Hermite {Journal de Crelle^ t. 47), el elles 
sont tres convenables pour notre objet, car nous etablirons qu'en ge- 
neral, a une forme definie, ne correspondent que deux reduites, et 
celles-ci diflFerent seulement par le signe des coefficients moyens ; 
j'ajoute que, dans toiite cette theorie, nous n'employons que des sub- 
stitutions dont le determinant est egal a Tunite. La forme definie, que 
nous sommes conduits a associer a la forme indefinie donnee, ne ren- 
ferme qu'un parametre arbitraires, etilsuffit de donner a ce paramfetre 
toutes les valeurs complexes de module inferieur a Tunit^. Les condi- 
tions de reduction de cette forme sont susceptibles d'une interpretation 
geometrique remarquable, qui permet d'effectuer sans peine la re- 
duction continuelle : elles expriment que le point dont Taffixe est :; 
doit etre, k Tinterieur d'un polygene, limile par des arcs de cercleor- 
thogonaux au cercle de rayon 1 . 

Ce travail est divise en cinq Ghapitres. Dans le premier, je conslruis 
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la forme definie associee 9 et arrive k la notion de reduite pour les 
formes indefinies; j'etablis ensuite que le nombre des reduites est li- 
mite, mais en supposant que le determinant de la forme n'est pas une 
somme de deuxearres. Le second Ghapitreestprincipalementconsacre 
aux representations geom^triques dont j'ai parle plus haul : je puis alors 
etendre faciiement le theoreme sur le nombre limite des reduites aux 
eas qui avaient ete ecartes. Dans la troisieme Partie j'examine d'abord 
les diverses circonstances qui peuvent se presenter dans la reduction 
d'une forme definie; je montre ensuite comment peut s'effectuer la re- 
duction continuelle de la forme $ et comment cette reduction donnera 
les substitutions fondamentalesdu groupede substitutions semblables. 
Dans le quatrifeme Chapitre, je clierche explicitement les substitutions 
qui reduisent de nouveau la forme $, quand celle-ci, pour une varia- 
tion infiniment petite du parametre, cesse d'etre reduite, et cela dans 
tons les cas qui peuvent se presenter; je fais ensuite une application 
numerique complete. Dans la derniere Partie, je reviens sur le groupe 
dont il a ete question au debut pour montrer directement qu*il est dis- 
continu. 

I. 

1. Considerons la forme quadralique binaire a indeterminees cooju- 
guees 

a: et 7 sont deux indeterminees complexes, dont a?o etjo J^^presen tent 
les conjuguees; les coefficients extremes a et ^ sonl r6els, et ft© est con- 
jugue de b; d'uue mani^re generate, nous representerons dans la suite 
la quantite conjuguee d'une lettre quelconque par la mSme leltre af- 
fectee de Tindice zero. 
Si Ton effectue sur cc et y une substitution lineaire 

(a.- = MX + NY, 
i.y = PX + QY, 

en effectuanl sur x, et^, la substitution 

^ a:, = Mo Xj ■+■ No Yo, 

yo = PoXo-hQ,Y„ 
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la forme /se change en una transformee analogue 

F(X, Y, Xo, Yo) = AXXo4- BXYo-+- BoXoY -+- CYYo- 
L*expression BBo — AC joue ici le role d'invariant, et Ton a 

BBo- AC = (MQ - NP) (MoQo- NoPo) (**o- ac). 

Les formes / se partagent en formes definies et formes indefinies 
suivant le signe de bb^ — acy que nous designerons par A. On etablit 
en effet immediatement que /pent s'6crire 

/•=a(VVo-AUUo), 

a etant une eonstante reelle; Y et U sont des fonctions lineaires de x 
el y. Par suite, si A est negalif, ce qui est le cas de la forme dile de/inie, 
f peut se ramener a Tune ou Tautre des formes 

±:(VVo+UUo); 

si, au contraire, A est positif, la forme est dite indefinie et elle peutse 

ramener au type 

VVo-UUo. 

2. Les resultats precedents donnent tout ce qui concerne Tequiva- 
lence algebrique des formes/. Nous allons supposer maintenant que 
les coefficients M, N, P, Q de la substitution (i) sont des entiers com- 
plexes et que ce determinant MQ — NP est egal a Tunite. 

Dans le cas ou la forme / est deBnie, M. Hermite a etabli la propo- 
sition suivantequi est fondamentale {Journal de Crelle, t. 47, p. 358). 
A toute forme definica coefficients quelconques (nous supposerons la 
forme positive, c'est-a-dire a et c positifs) correspond toujours une 
transformee arithmetiquement equivalente F, telle que Ton ait 

A<C 
et, en posantB = /w -h m, 

am 5 A, — 2m S A, 

2/1 <A, — 2/1 <A. 

M. Hermite donne le nom de rdduites aux formes definies F qui ve- 
rifient les conditions precedentes. 
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Nous allons nous occuper ici des formes iodefinies, et nous ferons 
cette etude en etendant aux formes a indeterminees eonjuguees les me- 
thodes de M. Hermite pour les formes reelles, methodes qui ramenent 
I'etude des formes indefinies a la question dela reduction continuelle 
de formes definies renfermant des parametres arbitraires. 

CommeuQons par resoudre le problbmesuivant : Trouver la transfor- 
mation lineaire la plus gdnirale^ transformant en elle-mime 

Soit done 
une transformation telle que 

UUo — Wo = WMo— vva ; 

on aura 



la seconde equation donne 



ft^cwO ■"" 




Xlft>o — 


S(E)o — o, 


ift)!!!!© — 


CE)(E)o — — I ; 


1 

(Do 


G 



Designons par /x ce rapport; en substituant ces valours de ^o et c dans 
la premiere egalite, on aura 

(1.(1.0 ((DOb)o— 'DMHo) = I done |i(Xo •=z I . 

Les trois equations precedentes peuvent 6tre remplacees par les sui- 
vantes : 

X=:(i.(Do, lft>=::(xGo, (DCDq— 33o t= '» ^^^^ |A[Ao=I. 

La transformation la plus generale chcrcbee est 

\}=L |i(E)oW 4- (aCoI', 

c et (D etant deux parametres complexes quelconques assujeltis seule- 
inent a verifier la relation 

et fjL ayant un module egal a Tunite. 
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3. Ceci pose, considerOns une forme ind^finieY a coefficients entiers . 
Nous pouvons metire F sous la forme 

oil 

les coefficients a^ |3, 7, c^ n'etant pas d'ailleurs necessairement des 
cntiers. En meme temps que la forme indefinie proposee, j'envisage 
la forme definie 

oil U et V sont les expressions lineaires en m et r considerees au para- 
grapbe precedent. En faisant cette substitution, on aura 

On doit concevoir d'ailleurs que u ei v sont remplaces par leurs 
valeurs en x et j, et $ est par consequent une forme definie aux 
indeterminees conjuguees a?, y et x^^y^. Elle renferme les parametres 
arbitraires C et<lD^ verifiant la relation indiquee plus haut. 

Voici d'abord une premiere remarque. En efTecluant dans <b une 
substitution S, on obtit^ndra une nouvelle forme 9; soit de meme /la 
transformee obtenue en faisant dans F la substitution S. On voit tres 
facilement que 9 pent se d^duire de/d'apres le mode meme de for- 
mation de $ au moyen de F. 

La forme $ ne sera pas en general reduite; supposons que, pour 
certaines valeurs des parametres, on cherche une substitution a coeffi- 
cients entiers qui la transforme en une forme reduite; cette substitu- 
tion reduira $ tant que les parametres e et CD satisferont a certaines 
conditions. Si Ton suppose 'que e et 00 varientd'une mauiere continue 
(en satisfaisant, bien entendu, a la relation indiquee), il faudra k un 
certain moment employer une autre substitution pour reduire $, et 
c^est a ces operations de reductions successives de la forme $, quand e 
et (D varient d'une mani^re continue, que nous donnons le nom de r^- 
duction continuelle de cette forme. 

On pent proceder de la manibre suivante pour efTectuer cette reduc- 
tion continuelle. Faisons dans $ une substitution qui la r^duise et nous 
aurons alors une forme 0| reduite pour certaines valeurs des param^ 
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Ires; qnand, par suite de la variation des parametres, $, cessera d'etre 
reduite* nous chercherons les diverses substitutions qui, suivant les 
circonstances de cette variation, la reduiront de nouveau; on obtiendra 
ainsi d'autres formes $ et Ton operera sur chacune d'elles comme on a 
opere sur $,. Nous reviendrons plus tard avec detail sur cette serie 
d'operations (n*** 11 et 12). 

4 Concevons maintenant que> ayantcalcule toutes les substitutions 
propres a reduire $ pour toutes les valours des parametres e et (D, lies 
par la relation indiquee, on fasse chacune de ces substitutions dans F; 
on obtiendra ainsi un ensemble E de transformees/. Remarquons im- 
mediatement que cet ensemble E sera toujours le m^me, quelle que 
soit la decomposition de F dont on parte. Supposons en effet que, ayant 
mis d'abord F sous la forme 

(i) Fi=.aUo—Vi>o, 

oil 

on ait un ensemble de formes/. Mais cette decomposition de F n*est 
pas unique, etTon aurait pu parlir d*une autre expression 

(2) F — i/'f/'o — ^'V;, 

oil 

D'ailleurs on aura ^videmment 

la substitution [X^ ift)', e', CD') transformant en elte-meme uu^ — rco- 

On conclut de la que les formes $ deduites des expressions (i) et(2) 
seront identiques et, par suite, les substitutions propres a les reduire. 
Je dis maintenant que si deux formes F et F' sont arithmiuquement 
equivalentes, cest-a-dire si I' on peut passer de Vune a i autre par une 
substitution a coefficients entiers et de determinant i, E e/ E' seront 
identiques^ cestra-dire composes des mimes formes. Designons en effet 
par S une substitution permettant de passer de Fk F' et soit T une sub- 
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siitulion reduisant $ pour certaines valeurs de G et (D. On passera de 
<P a $' par la substilulion S; par suite, la substitution TS~* effectueesur 
*' la reduira, et Ton retombera manifestement sur la meme forme que 
quand on a effectue sur $ la substitution T : E et E' sont done compo- 
ses identiquement des memes formes. 

Examinonsmaintenantplusattenlivementle systemedesformes/de- 
duites d'une forme F, dont nous avons designe Tensemble par E. On 
pent, a leur egard, etablir la proposition suivante, qui est fondamen- 
tale : Le nombre des formes f est essentiellement limiti et leurs coefficients 
ont des limites determindes par V invariant A. 

5. Avant de donner la demonstration du ibeoreme precedent, je fe- 
ral une distinction entre deux circonstances qui peuvent se presenter 
relativement a Tinvariant A = BBq — AC (que je suppose, bien en- 
tendu, different de zero) : A pent etre ou non une somme de deux 
carres. 

Examinons d'abord le cas oil A n*est pas une somme de deux carres ; 
il n'exislera pas alors de forme arithmetiquement equivalente a F et 
dans laquelle le coefficient de xx^ sera nul. Il est clair, en effet, que, 
s'il en etait ainsi, Tinvariant A, qui n*a pas change par la transforma- 
tion, serait une somme de deux carres. 

Soient 

el 

cp -- [ODoCaj:- -+- P v) -f- 3^(^x -f- 8j)] [(E) (ao^To-f- ?o7o) -+- ^ (Yo^o+ SoJo)] 

Cette derniere forme est reduite pour des valeurs convenables de G 
et cjb), satisfaisant d'ailleurs a la relation 

(JXDo— GGo=i. 

Or comparonslescoellicientsde xx^^ dansyety; on a 

«o— YTo el (CDe»-+-3oY)(®«o-+-^Yo) 4- (Ga 4- (Dy) (^0^0-+- CE)oYo). 

On pent facilement montrer que la valeur absolue de olol^ — 770 est 
au plus egale a la seconde expression, qui est toujours positive; celle-ci 
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peut en effet s'ecrire 

OU 

el, en se servant tie Tune ou Tautre forme, suivanl que aao — 770 est 
posilifoii negatif, le resultatapparait immediatement. Dans la forme 9, 
le coefficient de xxq elant moindre que V^A, il en est de meme du 
coefficient de xxq dans/. 

Ou demontrerait de la meme maniere que la valeur absolue du coef- 
ficient ieyyo dans/est moindre que le coefficient correspondant dans 
9. On salt d'ailleurs que, dans une forme definie reduite, le produit des 
coefficients extremes est nioindre que deux fois la valeur absolue du 
determinant : c'est ce qui se tire immediatement des inegalites du n** 2. 
L'invariant de 9 etanl egal a Tinvariant A de/change de signe, on en 
conclutque, dans la forme/, le produit* des coefficients extremes est 
moindre que 2 A en valeur absolue; or, ces coefficients etant des entiers 
et ne pouvant etre nuls dans Thypothese oil nous nous sommes places 
relativement a A, on voit qu'ils sont limites en fonciion de A. 

Si A est la somme de deux carres, le coefficient de ^^0 dans/est 
toujours moindre que \J2^, mais la suite de la demonstration prece- 
dente n'est pas applicable, car nous allons montrer qu'il existera alors 
des formes arithmetiquement equivalentes £i F et dans lesquelles le coef- 
ficient* de ^r^o sera nul; on ne.pourra plus alors conclure de la limita- 
tion du produit des coefficients extremes celle du dernier coefficient. 

Soiten efiet 

*ivec 

et oil nous supposons que A n'est pas nul. 
En faisant la substitution 

0? =1 ax' -\- by' . 
y — cx'-^dy', 

a, b, Cy e/ etant quatrc entiers pour lesquels 

ad — bczzzij 
Ann, de I'Ec, I9ormale. 3* Serie Tome I. — Janvier i884- 3 
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le coefficient de ocfx^ dans la Iransformee sera 
en I'egalant a zero, on obtient Tequalion 

( Aao4- BCo) (Art H- BoC) = (a'-f- ?«)cc-o, 

et cette equation sera satisfaite en posant 

Aa 4-BoC=i(a-f- /?)r. 

Soient aetcles deuxnombres premiers enlre eux verifianl cette con- 
dition; on sait qu'on pourra trouver une infinite d'enliers 6 et rf satis- 
faisant a I'equation 

ad — 6c = I , 

ce qui donnera des substitutions conduisant a des transformees de la 
forme cbercbee. 

J'admettrai pour le moment que Tensemble E des formes /est en- 
core fini quand A est la somme de deux carres : les representations 
geometriques dont nous allons faire usage pour trailer de la reduction 
conlinuelle des formes $ nous permettront, dans un instant, d'en 
donner bien aisement la demonstration. 

Nous pouvons donner aux formes/ le nom de reduiles; et, d'apres ce 
qui a etc demontre plus haut, la condition necessaire et suffisante pour 
que deux formes soient arithmetiquement equis^cdentes est quelle^ aient 
les mimes rdduites. 

II. 

6. Nous venons de voir que I'etude des formes indefinies F se rame- 
nait a la reduction de la forme definie 



pour toutes les valeurs des parametres complexes G et cd satisfaisant a 
la relation 

On remarque d*abord que les coefficients de la forme $ sont des 
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formes quadratiques binaires aux indeterminees conjuguces e et Co* 
00 etCDfl.Divisons done parCDOOo la formed; la nouvollo forme, que nous 
designerons loujours par la meme leltre, ne renfermera plus qu'un seul 

arbitraire, qui sera le quotient^ =^ z, el s pourra prendre toules les 

valeurs de module egal ou inferieur aTunite, comme le monlre imme- 
diatement la relation h laquellesatisfont G elCD. 
Nous avons ^ 



oil z esl un paramelre complexe arbitraire, qui, je le repele, poul 
prendre loules les valeurs de module inferieur ou egal a i. 

Supposons maintenant que la forme F soil une forme reduite, et 
cberchons par quelles valeurs de z $ est reduite. Nous avons rappeic 
(n*^ 2) les conditions qui expriment qu'une forme definie est reduite. 

Nous aurons d'abord 

(« + Y-o) («o-H To-) + («- H- Y) («o-o-+- Yo) 

< (? -^ S^o) (?o-+- ^0-) 4- {?z -h S) (?o^o4- 0,), 

en ecrivant que le coefficient de xxq est moindre que celui deyy^. 

Yoila une premiere inegalite a laquelle devra salisfaire z; on pent 
lui donner une interpretation gcometrique remarquable, qui sera fort 
utile dans toute la suite de ce Memoire. On peui la mettre sous la 
forme 

a etant reel, le terme independant de z est, comme on le voit de suite, 
egal au coefficient de zz^. 
Or Tequalion 

azz^-\- bz '\' bQZQ-\- a^=io 

represente un cercle; on a , en effet, si Ton pose 2 = a4-i]3et 

qui represente un cercle quand on regarde a et |3 comme coordonnees 
courantes. On reconnait de plus imm^diatement que ce cercle coupe 
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orthogonalement le cercle ayant Vorigine pour centre et V unite pour 
rayon. 

Passons aux autres conditions; on aura 

+ (=^- -f- V) ( ?o-o-^ ^o) -+- («o-oH- To) (?- -+- ^^) 
< (^ -^- T-o) («oH- To-) + («- -+- T) («o-o+ Tu)» 

et celte inegalite est encore susceptible de se mettre sous la forme (]u.\ 
On reconnailraitde memc, en ecrivant les troisautresinegaliles qui ex- 
priment que la forme est reduite, que celles-ci peuvent se mellre sous 
la forme (fx). 

Avant dialler plus loin, remarquons qu'a toute valeur de z satisfai- 
sant aux incgaliles indiquees correspond une aulrc valeur qui y satis- 

fail egalement : c'est — ; et si a la premiere correspond un point a 

-^0 

I'interieur du cercle de rayon i, il correspondra a la seconde un point 
a I'interieur de ce cercle. Cherchons maintenant s'il pourra y avoir 
sur la circonference de rayon i des points satisfaisant aux cinq inc- 
galiles precedenles. On deduit immediatement des conditions du n** 2, 



A 1 C, 



am 5 A, — 2//i5A, B ^= /n -H /«/, 
2 « f A, — 2 w f A, 

Tinegalite suivante : 

A»<2(AC — DBo). 

On aura done ici, en designant par A le determinant de la forme F, 

[(«-i-T-o)(«o-HTo-)-»-(a--+-T)(«o-o-+-To)]'<2A(i — C5o)-. 

Si 2 a un module egal a I'unite, le second membre s'annulant, il 
en sera de meme du premier, ce qui entraine necessairement, 

*o -+- To^ =^^ Gt a5-+-Y = o 

et, par suite, 

Or le coefficient de xx^^ dans la forme 

F = (ao? 4- ?7) (fltoO^o-t- PoJo) — (T^ -+- ^y) (To-a^o-H ^ojo) 
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est precisement clolq — 770. Or nous somaies assures que, quand 
I'iDvariant de F n'esl pas une somme de deux carres, aa© — Y7o ^^ 
peul elre nul; par suite, quand A n'est pas une somme de deux car- 
res, reosemble E des points z satisfaisaut aux cinq inegaliles (jul) n*a 
aucun point commun avec la circonference de rayon i : cet ensemble 
se parlage en deux parlies, Tune complelement interieure, Tautre 
complelement extericure au*ccrcle de rayon i; il nous suffira evidem- 
ment de considerer celle qui est interieure a ce cercle. 
Si olcHq — 77o = o, ce qui exige necessairement que A soit la somme 

de deux carres, la valeur z = — -> dont le module est i, satisfait aux 

a 

cinq inegaliles (ju.), el Tensemble E a un point commun avec la cir- 
conference limile. Nous allons eludier ce cas d'une maniere plus 
approfondie. 

7. Partons, a cet effet, de la forme 

dans laquelle le coefficient de xx^^ est nul, et oil nous pouvons sup- 
po^erc>o. Nous Tecrirons 

F — -^ {bx -4- cy ) (^o-^^o -H C7o) -r -^"^o, 

et cette expression aura la forme uu^ — i^v^ en posant 

// =1 — \bx 4- cy), v = -j=x; 

par suite, 

*= \^{^^-^cy)-\-—:Xz^ \^{b^x^-\-cy^)'^^x^z\ 
-h ^{bx-\-cy)z-\-—x\ -~(6o^o-+-c/o)-o^---p^o • 

Cette forme devra elre reduite pour que F soit elle-mfime une forme 
reduite. Les cinq inegalites de condition deviennent ici 

2 660(1 4- >S) (l 4- XTo) <C«(l 4- ZZ^), 

±[6c(l4-5o)4-6oC(l4-5)4-6c5o(5 4-l)4-6oC-5(5o4-l)]<a66o(l4-5)(i4--o), 
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oil Ton prend successivement le signe H- et le signe — , 



bc(i-^Zo) — bf,c{i-hz) bcZoiz-^i) — boCz{zQ-hi) 



] 



<2bbQ{i-]-z)(i-hz,,), 



Voyons a quelles conditions on pourra trouver des valeurs de z sa- 
tisfaisant a ces cinq inegalites. 

Jc prends d'abord la deuxieme et la troisieme inegalite, qui peuvcnt 
s'ecrire, en posant b = m-hnieiz = a-^- 1/3, 

(I) (m'-h/i* — mc) {7} -\- ^') 4- 2 (m* 4-/1' — mc)a — 2 /jc p H- //*' 4- w* — wc>o, 

(II) (w'4- w'H-mc)(a'-!-P') 4- 2 (m*4- w'4-/wc)a4- 2/icP 4-m'4- /i'4-/?ic>o, 

a et /3 designant des coordonnees couranles; les premiers membres de 
ces inegalites, egales a zero, rcpresentent deux cercles passant par le 
point a = — I, |3 = o, et orlhogonaux au cercle de rayon 1 . On aura 
pareillement, pour la quairieme et la cinquieme inegalite : 

(HI) (a* 4- P*) (m'4-«*— nc) 4- 2ot(/n-4- n*— nc) 4- 2 //ic p 4- w^' 4- /** — wc > o, 
(IV) (a'4-P*) (w* 4-/1*4- nc) 4- 2a(/n*4- /i'— nc) — 2 //ic p 4- //t' 4- /i' 4- /^c > o. 

Je supposerai d'abord qu'aucune des quantiles m et n ne soit nulle, ce 
qui arrivera necessairement si le discriminant de la forme qui est 
m^-h n^ n'est pas un carre parfait. Nous allons etablir que les inega- 
lites precedentes ne pourront etre veritiees simultanement, si Ton a a 

la fois 

Valeur absolue de {mc) > //i*4- /«*, 

Valeur absolue de {nc) > /n'4- /<-. 

PlaC'Ons-nous, en effet, dans ces hypolbeses : les coordonnees des cen- 
tres des cercles (I) et (II) etant respectivement 

«! = -!» Pi = 7:n = ' 



«!=— ^ Pf = 



//I' 4- n^ — nic 

— nc 
//«*4- /I* 4- mc 



On Yoit que J3, et ^3 seront de meme signe; par suite, les deux cercles 
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seront du menie cote de Taxe reel. Pour les cercles (III et IV), on a 



ft — '^^ 

^ m^ -f- n^ — nc 






nv -{~rr-\-nc 



et jSa et 184 sont encore de meme signe. De plus, le signe de j3| et /S^, 
puis celui de p, et ^4 sont differents; comparons, en effet, p, et ^2 : 
leur produit sera 



n m 



m* H- /t* -4- nc m^-h n* — mc 

Or — ^ 5 est positif, puisque la valeur absoluc de nc est supe- 

rieure a /w^ 4- n^ et —1 ^ est au contraire neiralif; 3, et S. sont 

done bien de signes contraircs. 

Cherchons maintenant quels points du plan satisfont aux inegalites 
(I) et (II). Si m est positif, le cercle (I) comprendra le cercle (II) a son 
interieur et les points du plan interieurs a (I) et exterieurs a (II) sa- 
tisfont aux deux inegalites. Si m est negatif, le cercle (I) est contenu 
dans le cercle (II), -et ce sont encore les points du plan contenus entre 
les deux cercles qui satisfont aux deux inegalites (partie ombree dans 
layJg^. I , au-dessus de Taxe AO). 

Fig. 1 




On aura de meme les points du plan satisfaisant aux inegalites (III ) 
et (IV); les cercles ;III) et(IV) sont situes de Tauire cote de AO et la 
partie ombree au-dessous de AO donne les points cbercbes. Les deux 
parties ombrees n'ayant d'aulre point commun que le point A, on voit 
que, dans Thypolhese oil les valeurs absolues de mc et nc sont supe- 
rieures a m} -h n^ ou A, la forme F n'est pas reduite. On en conclui que 
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rentier c est necessnirement limite en fonction de Vinvariant A. Cetle 
remarque complete le iheoremeelabli aun*^5, d'apreslequellesybrme^ 
reduites sont en nomhre finiy proposition qui n'avait ete etablie quo 
quand A n'etait pas une somine dedeuxcarres (*). 

Nous avons toutefois suppose que A n'etait pas un carre parfait; fai- 
sons maintenant cetle derniere hypolhese : supposons que m ou n soil 
nul, cas que nous avions pu ecarter tout a Theure. 

Soil w = o. Les deux premieres inegaliles precedentes deviennenl 

(m' — /«f)(a*-+- fl--+^ 2a-+-i) > o, 
(//?--i-/«c)(a*4- fJ*-f-2aH-i)>o, 

inegalites qui ne pourront evidemment etre verifiees que si la valeur 
absoluc dc mc est inferieure a m^; c est done encore limite en fonction 
de A et le theoreme du n** 5 est, par suite, elabli, quel que soil A, sup- 
pose seulement, bien entendu, different de zero. 



Ill 

8. Avant de revenir au calcul de Tensemble des reduiies d'une forme 
indeBnie donnee, nous avons a examiner les diverses circonslancesqui 
peuvent se presenter dans la reduction d'une forme definie. 

Nous avons rappele plus haul (n°2) qu'a toule forme definie a coeffi- 
cients quelconques correspondait une forme reduile aritbmetiquement 
equivalente. En dcsignanl par 

celte reduile, que nous supposons positive (a > o, c > o), nous avons 



(*) Sansentrer dans un examen allentifdes positions quo peuvenl prendre les difff^renls 
cercles, on peul remarquer imm^diatemenl que le polygene correspondant a F doll 6tre un 
triangle donl un des sommets est le point z = >- 1, ^ = o. Le c6t6 oppos6 k ce somrael est 
obtcnu en 5crivanl que le coefficient de jcjcq est ^gal a cclui de no; si done z traverse co 
cdt<5, on r^duira de nouveau la forme * en ennployant la substitution (r, v, — r, ^). La 
forme ind^Bnie 

est done reduile; on a, par suite, c<^•2^^ ce qui fournit une seconde di^monslration du 
thtor^me; dans le cas ou ^ est une somme de deux carr6s. 
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(lit que Ton aurait 

a":^ c, 2(m)^a, 2 ( /i ) f a, 

tMi posant 6 = /w 4- m et la parenthese {m) designant la valeur ahsolue 
lie m. 

Designons par A la quantite posilive ac — bb^,. On tire dos inegaliles 
preeedenles (twrHERMiTE, he. cit.) 

ac'_ 2 A. 

II est facile de trouver dans quelles circonstances deux formes re- 
duites peuvent etre arilhmeliquement equivalentes. Supposons que 

soil une nouvelle forme reduite, arilhmetiquement equivalenteala pre- 
miere. Nous pouvons evidemment supposer que 

a' a. 

On passera de la premiere forme a la seconde en rempla<;ant x tij 
respectivement par ar -+- ^y et yx -h Sy, a, (3, 7 et J etant qualre en- 
tiers complexes, pour lesquels on a 

ao — Py :=- I . 

On aura done 

b'^=aoL% 4- ^aOo-h^oPoT -^^Y^o* 

et Ton peut ecrire 
or 

et comme, d'apres Tcxpression de aa', on a 

aa' '■" A YVo 



on en conclut de suite 

T TO - 



YYo': 2. 



Faisons successivement les dilTerenles hypotheses 



YYo~o, 1,2. 
^hh. de I'Ae, Nor male, 3" Sopie. Tome I. — Janvier 1884. \ 
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9. I*" Soit 7 = 0; alors 
On aura done 



n T^a, 



ct les quatre hypotheses suivantes peuvent seules etre faiies : 

atr^ I, S^zz I, b' =^ a% -T- b, 

a— — I, S = — I, b'^i^a^Q-^b, 

a— i, 0= — /, ^'=z ai%— b^ 

oi -- — /, := 4- /, b' =: — ^//po — f^' 

Si Ton a 

aucunedeces inegaliles ne devenant une egalite, Tuneau moins des 
quanlites 2{m') et 2(/i') (nous posons b' = m'-h n'i) sera superieure 
a a si Ton n'a pas /3 = o. 

Alors b' = ± b ct Ton a c' = c. On en eonclut que la seule forme rv- 
duite, arithmeliquement equivalente a 

esl 

(II) a xxo — b .r >'„ — 60 J^^o.;* -^ c >;>'o , 

et I'on passe de Tune al'autre par la substitution (ir,j, ix, — iy). 
Supposons que, Tegalite etant possible, on ait 

Reprenons Texpression 

6'— aapo-H6a8o= ^(a^o^H- b)-±:{(t^^^ -^ b), 

puisque, a5 = 1 ; d'ailleurs, 

c'=a??^-hb^%~hbo%o-^r. 

Soit (i^!i = p -h qi; nous aurons 

b' =: HZ \ ap -^^ m -h i{aq -h n)]. 
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Or la valeur absolue de o^ap + 2/71 etant au plus egale ^ a, on doit avoir 
p = o oxxp^ = \, et Ton verifie de suite que, dans Tun et Tautre cas, 
on a 

ap^ -f- 2 mp =: o el de m6me aq^ h- 9. nq = o. 
Nous avons done 

et de la valeur de 6' on conclut que b' = ± b, ce qui est le cas eonsi- 
dere plus haul, ou 6' = rt b^. Ainsi, quand on a, soit a (m) = a, soit 
2(/i) = a, la forme(I)n'est plus seulementequivalente k la r.eduite([I), 
mais aussi a la reduile 

(III) ax.F^y-\- fjo xyq 4- h xyq -f- CfYo 

et a celle qui s'en deduit par le changement de signe des coeffieients 
moyens. 

2® Soil 77o = I, 



Or 
done 



a'lafc. 



Posons ayo =/> -h qi; cette inegalite devient 



et, puisque 
on en conclut 

d'oii Ton deduit 



2(m)5a, 2(Ai)<a, 
a/>' H- 2 m/7 == o, aq^ — 2 /i^ =: o, 



rt'izi a =: c. 



S\p = q — o^ ona a = oet, comme 6' = /-'opoy "^ «7^o» if faudra J = o 
ou J5^ = I, et il vient 

b'=zbQ ou b'=^—bo. 

En examinant successivement les cas ou/?^= i et y^= i, on arrive 
toujours aux memes conclusions; quand on a 

la forme (I) est equivalente aux reduites (II) et (HI). 
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3** II nous reste a faire I'h\ polhesc 77^ = 2. 

Comme aa'^_ A f/^ ei que aa'^a^'Sac '^'21, on en conclut 

He plus, aa' elant egal a 2 A, 

aoL-^ b^y =zo^ iVoxi b^-=: — a -^ 

el, conime bb^ — a^ = — A, on a 



aao HZ J , 



(lone 

la forme est dans ce eas 

Soit, par exemple, « = — i , y = i h- 1, on aura 

a . .. a 

les valeurs de a\ b\ d donnent 

/ ^ / -x ^ , -x 

a ^=.a (i — () (I -T- 1) -\- a ^^ a, 

b'^=—a% (i — 0^0-+- «''PoH- «(i-+- ^)o„. 

On a d'ailleurs 

5-H p(i 4-0=— » 

et, en remplagant d' par sa valeur, on trouve 

2 2 

elTon voitque, pouraucune valeur de |3, i' ne satisfait aux conditions 
requises. II se trouve ainsi etabli que Tliypothese 770 =z est inadmis- 
sible. U resulte de cette discussion, dont nous n'avons fait qu'indiquer 
rapidement la marche, que si 

(a) ^<c, 2(m)<a, 2(n)<a, 

la forme reduitef 

f— axx^ -h bxy^ -f- b,,.L'^\ 4- cv.ro 



J 
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sera equivalente seulement a la forme reduiie 

Dans le cas ou une on plusieurs des inegalites precedentes deviendraient 
des inegalites ^ la forme f sera de plus equivalente aux deux formes re- 
duites 

oxXq h- hoXfo 4- bx^y -h cyy^, 
oxxq — boxy^ — bx^y 4- cyy^. 

10. Revenons maintcnant a la forme definie $ (n° 6), qui conlient le 
parametre arbilraire 5; si nous supposons que nous sommes partis 
d'une forme reduite F, la forme $ sera reduiie pour les valeurs de s, 
siluees a Tinlerieur d'un polygone eurviligne convenable, polygone 
que nous avons appris a former (n*" 6). Pour un point quelconque z a 
I'interieur dece polygone, la forme* reduite peut-elleelre equivalente 
a une autre reduite que celle qui s'obtient par le ehangement de signe 
des coelficients moyens? D'apres ce qui vient d'etre dit, il faudrait 
qu*une des inegalites (a) devint une inegalite, et cela pour tous les 
points a I'interieur du polygone et par consequent pour toute valour 
de z. Chercbons a quelles conditions cette circonstance pourra se pre- 
senter. 

Prenons d'abord le cas oil Ton aurait a=c, qui devient ici 

d*ou Ton tire, ceci etant une idenlite, 

a*o + YTo = P?o -+- ^Oo, 3tYo — pSo; 

c? et 7 ne pouvant etre nuls a la fois, nous pouvons poser 

S Yo ^' 

d'oii, en subslituant, 

l^l^o(55o — YYo) = ^^0 — YYo ou (,{x(Xo — i) (ooo — YYo) = o. 

Or la forme indefinieY = kxx^ 4-8.2^0 -^-BoJc•oV-hCxXopeuls'ecrire 

F = (aa? 4- Pj) (oto Xo 4- Po Vo) — U^ + ^.y) ( Yo^o + ^o7o) ; 

done 

A=:a3to — YYo> B=:aPo— YOo, C = P^o — ^Oq. 
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Soil d'abord 
on en deduit 

A ~C, Brz:OoY({X|^o — l) 

et enfin 

BBo = AC ; 

le diseriminanl de la forme est alors nul, cas que nous laissons de cote. 
Soil mainlenant [it.[Xo= i; on aura 

• A=:-C et n^o; 

le discriminant de la forme est alors A^, c'est-a-dire un carre parfait. 
Sa forme F est 

Passons mainlenant aux autres inegaliles. En supposant que C soil 
different de zero, apres avoir mulliplie la forme par C, nous pourrons 
Tecrire 

(C/ 4-Bjr) (C/o -+-Bo^o) — Ajto^oi 

L'egalite 2m = a, avee les notations du numero precedent, devient 
ici 

(B -h v/^.^o) C -h (Bo H- v^.c) C -+- (Bs 4- v/a.c)C5o -f- (Boc H- v/a)C ;: 
= (B -h v/a.xJo) (Bo -h V^.^) 4- (B;j 4- v/a) (Bo^o 4- \/^), 

et ceci sera une identite si 

(B -h Bo)C = BBo -i- A, Bo = C, 
d'oii 

done A est nul, et la forme est 

C(^7o-+-^o7H-.r.ro)- 

Nous avons suppose C different de zero; or on reconnail bien aisement 
(|u'il est impossible que C soil nul, et la forme precedenle est la seule 
pour laquelle, quel que soil z, Tegalite im = a soil verifiee. 
Pour que am = — a, la forme F doit elre 
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# 

et, pour les deux autres cas, 
on devra avoir 

Remarquons d'ailleurs que, abslraction faite des facleurs A el C, qui 
ne pourront etre cgaux qu'a ± i, si dans la forme proposee les trois 
coefficients A, B, C n'ont pas dc facleur reel cornmun, les trois formes 
precedenles sont arilhmetiquement equivalenles. 

[I rcsulte des reniarques precedentes et de ce que nous avons vu 
(n® 8) que, si la forme indefinie F n'est pas equivalente a la forme 

• 

la forme definie correspondanle $ ne sera, pour une valeur arbilraire 
du parametre z, equivalente qu'a deux formes reduiles, celies-ci ne 
diflerant Tune de Tautre que par le changement de signe des coeffi- 
cients moyens. 

11. Expliquons maintenant avec plus de details comment peut s'ef- 
fectuer cette reduction conlinuelle de la forme $. Pour plus desimpli- 
cite^ supposons que la forme F dont nous partons soit reduite : la forme 
correspondante $ sera reduile pour certaines valeurs du parametre z. 
Ces valeurs seront representees par les points a Tinterieur d'un certain 
polygone P, dont les coles sont des arcs de cercle orthogonaux au cercle 
de rayon x; ce polygone aura au plus cinq cotes. Supposons maintenant 
que le point z sorte de ce polygone : la forme * cesse d'etre reduite; 
une subslitution convenable la reduira denouveau, et cette substitution 
pourra d'ailleurs varieravec le point par lequel le point z sort du poly- 
gone etmeme suivant la direction de sa trajectoire, si le point de sortie 
est un sommet du polygone. La forme 4> se transformera ainsi en $, 
et soit F, ce que devient F par cette substitution. $, sera definie pour 
les valeurs de z comprises a Tinterieur d'un polygone P,, qui n'aura 
de commun avec le premier qu'un cote ou meme qu'un sommet; ces 
polygones ne peuvent avoir en eflet de point interieur commun, car, 
pour une valeur de z interieure a P, la formed n'est equivalente qu'a 
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une seule autre reduite, qui s'obtient en changeanl dans celle forme 
les signes des coefGcienls moyens (n**8); le polygone P, coinciderait 
alors avec P, et la forme F, se lirerail de F par le meme changement de 
signe. Nous pouvons considerer comme n'cn faisnnt qu'une cos deux 
reduites equivalentes correspondant a la substitution {x,y, ix, — iy)* 
et alors notre polygone P, n'a qu'un cote ou quHin sommet commun 
avec P; nous ^ppeWerons poly gones contigus an polygone P les dilTerenls 
polygones. qui lui sont adjacents, et les diflerenles reduites correspon- 
danles F, seront dites les reduites contigues a F. On peut continucr 
ainsi indefiniment la formation des polygones P et nous pouvons 
fairc des maintenant la remarque que ces polygones, tons interieurs 
comme nous Tavons explique precedemment au cercle de rayon i, ne 
recomrent ce cercle qu une seule fois ; deux polygones ne peuvent en effet 
avoir de points interieurs communs: c'est ce qu'on verrail en repetant 
le raisonnement que nous avons fait precedemment relalivement a P 
et P,. 

Partant d'abord doF, nous la joindrons a toutes ses contigues, en ne 
gardant que celles qui sont distincles et dilTerentes de F : nous for- 
mons ainsi un premier groupe (A). Prenons maintenant les formes 
contigues a (A); parmi celles-ci se trouveront le groupe (A) el un second 
groupe (B), dont nous ne conservons que les formes distinc4es entre 
elleset dislinctes des formes de (A). Nous continuerons de meme en 
prenantles formes contigues a (A) et (B), parmi lesquelles se trouvenl 
(A) et (B) eux-memes et un troisieme groupe (C), dont nous ne con- 
servons que les formes distinctes entre elles et de celles qui enlrenl 
dans (A) et(B). On continuera ainsi jusqu'a ce qu'on ne irouve plus 
(le nouvelles formes reduites, ce qui arrivera necessairement, puisque 
le nombre des reduites est limite (n*' 5). On obliendra de cette maniere 
loules les reduites arilbmetiquement equivalentes a F. 

En effecluant, comme il vienl d'etre dit, la reduction conlinuellede*, 
nous obtenons dans le plan du parametre :; un nombre fini de polygones 
qui forment un continuum de points, et a chacun desquels correspond 
une forme reduite (si, comme nous Tavons dit plus haut, on considere 
comme identiques deux formes ne differant que par le signe ducoetR- 
cient moyen). Designons par tt le polygone forme de tons ces poly- 
gones : nous Tappellerons \e polygone fondamentaL 
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12. Si, en continuanl d'efTectuer la reduction continuelle de ^» z 
sort du polygone tt, on rencontrera necessairement une reduite deja 
obtenue; z ayanl traverse d'une maniere delerminee le perimetre de tt, 
designons par/celte reduileel soil 

la forme sous laquelle elle s'esi rencontree quand nous avons effeclue 
la reduction continuelle a Tinterieur du polygone fondamenial; soit 
encore 

la forme correspondante $. Quand :;, passant du polygone P, qui est 
inferieur a tt et correspond a la forme/, traverse de la maniere deter- 
minee le perimetre de n, il faut employer une ceriaine substitution a 
coefficients entiers pour reduire $, et celle-ci devient, en designant 
par w' et ^' les transformees de m et ^ par cette substitution, 

or on a identiquement 



uuq — ('('o = u' u'q — i'' r'o ; 



done ( n"* 2) m' et ^ sont de la forme 
avec 

{jL|jLo = I et CDCDo — ^«^0 ~ ' • 

La forme <S> devient done 



et cette forme pourra s'ecrire, apres division par un facteur positif, 

(a) (w-f- i'-;)(£/o-+-^o5')-f-(w-'-f- ^)(Wo-o-i-t'o), 

en posant 

Ann.de I' Ec, Normale, 3* Serie. Tome I. — Janvieb 188.^. ^ 
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les formes (i) et (2) sonl idenliques, sauf le changement de z en z\ le 
polygene ;:', transforme du polygone n par la substitution (S), corres- 
pondra comme lui a toutes les formes reduites, arithmetiquement equi- 
valcntes a la forme initiate. On remarque d'ailleurs que la substitu- 
tion (S) laisse invariable le cerele de rayon i et qu'a un point z a 
Tinlerieur du cerele correspond un point z' qui est egalementa I'inte- 
rieur du meme cerele. 

Une substitution (S) fera, en general, correspondre un cole du poly- 
gone 7r a un autre cole de ce meme polygone. Supposons en efTet que, . 
5 sortant de tt par le cole a6, on rencontre une reduite qui etait repre- 
sentee a rinterieur du polygone fondamental par un polygone que 
nous avonsappele/?. Or il arrivera, en general, que p aura un cote cd 
commun avec tt et correspondant a ah\ car, dans le cas contraire, si 
ce/est le c6te de/> correspondant a ah par la substitution (S), le poly- 
gone contigu a/>le long de cd serait a Tinterieur du polygone fonda- 
mental etdevraiU par consequent, coincideravec le polygone interieur 
a ;r et ayant ah pour cote, puisque ces deux polygenes representent la 
meme reduite. Le polygone p^ aurait done deux polygenes contigus 
qui correspondraient a la memo reduite, et la substitution S transfor- 
merail/?4 en lui-meme, circonstances possibles, mais qui evidemment 
ne se presenteront pas en general. Si done le polygone />,, ayant pour 
cote ah, ne se trouve pas dans ce cas exceptionnel, la substitution S 
fera correspondre au cote ah de tt un autre cote cd du meme poly- 
gone. 

lin sonant successivement du polygone n par les differents coles de 
ce polygone, on obtiendra differentes substitutions (S). Le groupe G, 
dont ces suhstitutions sont les substitutions fondamentaJes, est, d^apres . 
ce qui precede y evidemment discontinue Si, pour chaque reduite de F, 
li's reduites contiguesle longdes cotes du polygone correspondant sont 
difTerentes, c'est-a-dire si le cas exceptionnel signale plus haut ne se 
rencontre pour aucune reduite, les diverses substitutions fondamen- 
tales (S) feront correspondre deux a deux les cotes du polygone tt, et 
il est clair d'ailleurs que ces substitutions seroutdeux a deux inverses 
de Tautre. Le reseau des polygenes obtenus en Iransformant n par les 
substitutions de G couvre alers une seule fois le cerele de rayon i, 
c'esta-dire que tout polygene iransformede;: par une substitution du 
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groupe lie peut avoir avec lui d'aulre point commun que des points de 
son perimetre. 

II en serait aulrement dans le cas que j*ai appele precedemment le 
cas exceptionnel. La substitution S correspondanle transforme en lui- 
meme le polygone /?, que nous venous de considerer : le polygone n ei 
le polygone transforme par la substitution S ont en commun /?,. 

On voit comment une forme binaire indefinie donnee conduit a un 
de ces groupes disconlinus qui ont ete appeles /uchsiens par M. Poin- 
care, el comment Toperation de la reduction continuellc de la forme 
associee <I>donne les substitutions fondamentalesde ce groupe. Celui-ci 
est isomorpbe au groupe des substitutions lineaires a coefficients en- 
tiers qui transforme en elle-m^metoute forme arithmetiquement equi- 
valenle a la forme proposee; c'est ce qu'il suf6ra d'etablir pour une 
reduite quelconque F. Soit/> le polygone qui dans n correspond a la 
reduite F : toute substitution du groupe G transformant/^en un auire 
polygone/?' pour lequel la reduite correspondante est la meme, la sub- 
stitution qui reduira $, quand z passera dcp en p', transformera pr6- 
cisement la forme F en elle-meme. Reciproquement, a toute substitu- 
tion transformantF en elle-meme correspondra de la maniere indiquee 
|)lus haut la substitution S du groupe G. Aux substitutions fondamen- 
talesdu groupe G correspondent d'ailleurs les substitutions fondamen- 
tales du groupe F, et ainsi se trouve resolue Timportante question de 
la rechercbe des substitutions fondnmentales du groupe des substitu- 
tions a coefficients enliers ct de determinant i, transformant en elle- 
meme une forme quadratique binaire indefinie a indeterminees conju- 
guees. 

Je ferai une derniere remarque, relative au cas exceptionnel. A la 
substitution S du groupe G, transformant en lui-meme le polygone /^f, 
correspond une substitution transformant en elle-meme la reduite re- 
presi'ntee par le polygone /?,. Si Ton efi*ectue cette derniere substitu- 
tion sur la forme associee ^, celle-ci no cessera'pas d'etre reduite pour 
tout point du polygone/?,; cette substitution ne peut done etre que 
(a;, V, i\r, — iV), el la reduite qui correspond a /?, n'a pas alors de 
coefficient moyen. Ainsi les seules reduites pour lesquelles se produit 
le cas exceptionnel ont la forme 
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IV. 

13. Pour que les calculs qui viennent d'etre indiques puissenl etre 
pratiquement effectues, il faut pouvoir trouver les substilulions qui 
reduisent de nouveau la forme $ quand celle-fi, pour une variation 
infiniment petite du parametre, cesse d'etre reduite. Consideronsdonc 
la forme definie positive $, que nous ecrirons 

les coefficients dependant du parametre z. Pour certaines valeurs de cc 
parametre, la forme est reduite, et nous supposons que Ton ait les ine- 
galites 

(i) ci<c, 2(/n)<a, 2(Ai)<a, 

en posant, comme plus haul, b = m-hni et {m) designant la valeur 
absolue de m. 

i" Supposons que, pour certaines valeurs de z, on ait 2(m) = a, 
les autres inegalites subsistant. Soil, par exemple, 2m = a, ce sera 
I'equation d'un cercfe. Quand z traversera ce cercle, la seconde des 
inegalites (i) changera de sens : je dis que ta substitulion a employer 
pour reduire de nouveau la forme est 

^ = X-Y, y=\. 

On a en effet, apres cette substitution, la nouvelle forme 
oil 

a'=zay b'z=ib — a, c'z=za — b — ^oH-^- 

On auraa'<c', car cette inegalile revient a 2/71 <c, qui est veri- 
fiee, puisque nm est infiniment peu superieur a a et que a<^c. 
On ad'autre part 



m'^=zm — a, n'^=zn; 



par suite, 2{n') < a, et la seconde inegalite s'ecrira (2/w — 2rz)< a; 
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elle est verifiee, puisque nm = a -^ t, z etant line quantile positive tres 
petite. 

Si Ton avail eu 2m = — a, i) eut fallu employer la substitution 

On reconnait de la mcme maniere que, si 2/1 = ±: a, il faut employe! 
la substitution 

on prendra le signe 4- si 2^ = a, le signe — si 2n = — a. 

Dans le cas ou les deux inegalites 2(m)<a, 2(71) < a change- 
raient de sens a la fois, il sufTit de faire le produitdesdeux substitutions 
correspondant a>chaque cas isolement; supposons, par exemple, que, 
par suite de la variation du parametre, on ait 

e et Y7 etant des quantites positives tres petites, on devra employer la 
substitution 

mais ceci suppose essentiellement que Vinegalite'a<ic ne cesse pas 
d'etre verifiee quand on fait subir au parametre la variation infiniment 
petite. 

2"* Si Ton suppose que, les inegalites 2 (/n)< a, 2(^Xa subsistant, 
Tinegalite 

change de sens, on aura a employer la substitution 

j7 = — Y, 7 = X. 

3** Supposons maintenant que, Vinegalite 2{n) <a necessant d'etre 
verifiee, les inegalites 

a<.c et 2(m)<,a 

changent de sens. Soient, par exemple, apres la variation infiniment 
petite du parametre. 
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£ et Yi etanl des quantiles positives tres pelites. Nous alloDS voir que la 
substitution 

reduira de nouveau la forme proposee. Les coefficients a\ b\ c\ apres 
la transformation, sonten effet 

On voit que a' <id et que 2(/i') < a'; quant a Tinegalile 2(/n') < a\ 
elle peut s'ecrire 

2(m — c) < c — T,. 

Or 

par suite, Tinegalite devient c — £ — >j < c — ry, evidemment verifiee. 
Si, apres la variation infinimcnt petite, on avait eu 

on devra employer la substitution 

J- — X, r = XH-Y. 

Le cas que nous venons d'examiner se presentera quand les cercles 
NAN' et MAM' fyig. 2), representes par les equations a = c et im = a, 

Fig. 2. 
P' 




par exemple, coincideront et que le parametre z traversera ce cercle, 
ou bien quand, les cercles precedents se coupant, z passera de Tangle 
MAN, pour lequel on a 

a Tangle oppose par le sommet. II est siippose dans Tanalyse prece- 
dente qu'aucun des deux cercles 2/1 = a, 2n = — a ne passe par le 
point A. 
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Supposons maintenant que z , restant toujours dans le voisinage 
de A, sorte de Tangle MAN en traversant seulement AN, la substitution 
a employer sera (2°) 

et la forme deviendra 

elle sera reduite tant que c < a et que am < c. Or le cerele represenle 
par Tequation 2m — c = o passe evidemment par le point A; il est, 
de plus, dans Tangle M'AN. 

Supposons maintenant que 2, restant toujours dans le voisinage 
de A, sorte de Tangle NAP, en traversant AP. On devra employer, 
pour reduire de nouveau la forme (2), la substitution 

(x, 7, x-hy, 7), 
ce qui donne 

(3) cxx^-h{c — ^o)^.>'o+ (c — ^)^o V -h (c 4- « — ^ — '^o) VVo, 

el cetle forme sera reduite tant que 

2/M>c et 3/M<a, 

c'esl-a-dire tant que z sera dans Tangle M'AP. Nous revenons mainte- 
nant a Tangle M'AN', et, en continuant de tourner autour du point A, 
on rencontrerait successivement les angles N'AP' et MAP', puis enfin 
on reviendrait a Tangle initial MAN. 

Nous Savons donceffectuer la reduction continuelle de notre forme 
definie dans le voisinage de tout point pour lequel on n'a pas a la f'ois 

a=^c, 2{m) := a, 2{n)r=a. 

14. Placons-nous maintenant dans cette derniere hypotbese. Soit A 
un point par lequel passent les trois cercles 

a :=zc, 2 m m ^, 2n^= a. 

Nous alions, comme precedemment, tourner autour du point A en 
appliquant ce que nous avons dit en premier et second lieu ; on forme 
ainsi autour du point un certain nombre d'angles, et, quand on est 
revenu au point de depart, la reduction complete se trouve efTectuee. 
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L^fig. 3 peut presenter differentes dispositions : un exemple parti- 
ciilier suffira pour montrer bien nettement la marche a suivre dans 

tons les cas : 

QAQ' est repr^sente par T^quation im — a, 

PAP' » » 2/1=: a, 

MAM' » » ci— r, 



et ces cercles ont au point A des tangentes distinctes. 



Fig. ^. 




Nous supposons que dans Tangle PAQ on ait 

a •< c, 2 m <; rt, 2 /I <C a. 

On se rappellera, d*ailleurs, qu'en tournant autour du point A, nous 
allons toujours rester dans le voisinage de ce point. 

Nous partons d'un point z dans Tangle PAQ : la forme est alors re- 
duite. Nous traversons AP : la substitution a employer pour reduire la 
forme est (n** 13) (a?, y^ x -{- iy, y), ce qui donne 

cette forme sera rcduite (dans le voisinage de A) si 

2/i<c, 2/i>a, 2 wi < flr. 

Or le cercle 2n = c passe par le point A et est necessairement compris 
dans Tangle PAM. Soit S'AS ce cercle; la forme (2) sera reduite quand 
z sera dans Tangle PAS. 

Traversons AQ. La substitution k employer sera [x, y, — j, a-), ce 
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qui conduit a la nouvelle forme 

qui sera reduite si 

Or ce cercle am 4- a/i = a -+- c passe dans Tangle SAQ', car pour un 
point de AQ' on a 

2m 4-2/1 — a — c>o, 

tandis que pour un point de AS on a 

2m 4-2/1 — a — c<o; 

mais ce cercle pent passer dans l*angle Q'AM on dans Tangle MAS. 
Supposons que la premiere circonslance se presente : soitdonc TAT' le 
cercle represenle par Tequalion 

2/714-2 /I = a4-c; 

la forme (3) sera reduite tant que z sera dans Tangle SAM. 
Traversons AM : la substitution a employer sera 

et la forme (3) deviendra 

( \ ) (a — 2 /I 4- c) xjc^-h jtYq [— m -i- i(c — n)] -h x^y [ — //i — i (c — /i)] 4- cy}\ ; 

'elle sera reduile si 

2n "^ a, c t^a, 2m-\-2n<Ca-^c; 

on en conclut que z devra etre dans Tangle MAT. 

Traversons AT : on devra faire usage de la substitution 

(a:, V, X4-7, r), 

el la forme (4) deviendra 

i(a — 2/1 ~hc)xa^Q-\' xyJa — 2n -h c — //i 4- 1(0 — n)] 4- . . . 
4-(a-— 2/£4-c4-e— - 2//i)rKo; 

elle sera reduile si 

2 /I < r, c < a, 2 /n 4- 2 /I > a 4- c. 

/#/!/!. de VRc, NormnU. 3" Serie. Tome 1.— F^viiiBt 1884. ^ 
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Or cousiderons le cercle am = c : je dis qu'il passera dans Tangle TAQ'; 
on a en effet, pour un point de AQ', 

et pour un point de AT, 

2 m — c=.a — a/KCo. 

Soil done AV le cercle 2m=ic : la forme (5) sera reduite quand z sera 
dans Tangle TAV. 

Traversons AV : il faudra faire la substitution {x,y, — v, x)^ei Ton 
aura la forme 

I {a — 2/i-i-c4-c — 2m)xXf^ 

I — r^o[« — 2/1 4- c — m -h £(c — /i)] — . . . 4- (^ — 2/1 4- c)yv^^; 

elle sera reduite si 

2 /w >• c, a m < a, 2 n > a ; 

z devra, par consequent, etre dans Tangle VAQ'. 

Nous venons de decrire deux angles droits autour du point A; en 
continuant, on rencontre successivement les angles opposes par le som- 
met a ceux que nous venons de parcourir, et Ton retrouve enfin Tangle 
initial QAP, ce qui acheve la reduction continuelle de la forme* au- 
tour du point A. 

15. Je me propose maintenant d'appliquer a un exemple numerique 
les considerations qui ont ete exposees dans ce Memoire. 
Prenons la forme indefinie 

Nous pouvons prendre comme forme deQnie correspondante 

I * = '> 4- \2z^y] (xo 4- V V'o :;) 4- {jrz 4- \2y) (xo^o 4- V'2 Vo) 
( = jrar^ii -r- zz^) -[-2\'2ZjryQ-r- 2\ -iz^x^y -hyy^(2zz^-^ 2); 

cette forme sera reduite si :; satisfait aux conditions suivantes : 

dt4«v 2 <i-H »•-+-?% 

±:43v2<i-i-a'4-?V 



tlEMOIHE SUR LES FORUES QUADRATIQUES B1MA1RES INDtHMES, ETC. ^3 

eii jiosant 2 = « -i- ijS. Le point z devra done elre a rioterieur dii qua- 
(Irilalere curvillgne forme par les qualre ccixles 

, + ,.+ pi ±4,^/5-0, i + >'-HP'±4Pv'a=o- 

Soil abed {\ on fig. 4) ce quadrilatcre. Quand z iraverse le cole ad, la 

Fiff. 4. 
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substitution a employer pour reduire la forme est 

et la forme 4> devicnt 

(a) [■^■'^«(' + ==»)+'^/o(av'3: -1 — =-.) 

Kile sera rcduite tanlque 

ai+p»_2av/a + f > o, 

± 4 3\/^ <'-+-«'-*-?'. 
3(n-a'+?')>.',«v/5, 

ia iroisiemu inegalil^est toujoursverifiee, et les qualre autres montrent 

que z doit elre ii I'inlcrieurdu quadrihilere adej, I'equation de e/'etant 

a' + 3' 4- I — a 2 \/^ =^ o. 
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A ce quadrilatere correspond la reduite 

( n ) xx^ — ^ Ko — x^y — yy^ ( adej) 

et aussi, comme nous Tavons explique (n^ 8), la reduite qui ne diflcre 
de celle-la que par le changement dc signe des coefticients moyens 

En traversant le cote cb, nous aurions ete conduit aux deux memes re- 
duites. 

Traversons le cole ab : la substitution a employer pour reduirc de 
nouveau la forme sera 

{jc,y,x-^iy,y), 

et la forme $ devient 

r3) ) *^^o(i-+---o)-+-^7o[2V^- —({i + zz^)] 

x^y [2 y/a 5o -f- i{ i -f- zzq)\ 4- Jjo [3 -s^o 4- 3 -f- 2 y/a i{z — z^)\\ 



eile sera reduite tant que z sera a Tinterieur du quadrilatere ahkf^ le 
cote kf etant represente par Tequation 

lesreduites indefinies correspondantes sont 

(111) J7^o±''^/o=P'>ro— v/o {abkf). 

En traversant cd^ on eut obtenu ies deux memes reduites. 

Pour achever de trouver Ies reduites contiguesa la forme F, il faul 
sortir du quadrilatere abed par Ies sommets en allant dans Ies angles 
opposes. 

Prenons a et passons dans Tangle ^ae. La substitution a employer 
dans ce cas est {n° 13) 

■ 

et la forme $ devient 

i xj?o(i-f-55o) -+- .r)'o[2V^2C — (i -+-/)(' -^^-o)] 
(4) \ -t-JTovCaV^^o— (i — 0('-+---o)J 

^ -^ 77o[4(i -+- zz^) -f- 2 V2>5(— I 4- -+- '>' \^ -o(- I — 0]» 
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forme qui sera reJuile si 

3(14- a'-+- ?») - 4av^ — 4?V^ > o 

el le premier membre de cette equation represente un cercle passant 
par les sommels e el /de deux quadrilaleres deja consideres. II faut de 
plus 

el les deux autres inegaiitessont veriiiees d*elles-memes; ^ssera done a 
rinterieur du triangle flt^. Les reduites eorrespondantes seront 

les signes supcrieurs et inferieurs etant. Lien entendu, pris ensemble* 
^ En passant de meme par le sommet d dans TangleyV/A, on en obtienl 
le triangle yV/A comme polygone continu, et les reduites eorrespon- 
dantes sont 

en Iraversanlen 6 etc, on oblient les memes reduites (IV) et (V). Les 
reduites de (II) a (V) donne done le Tableau complel des reduites con- 
tigues a la reduite F. 

Prenons maintenant le triangle ae/ et les reduites eorrespondantes, 
nous allons chercher leurs conligues. Nous avons a partir de la forme(4)« 

Entraversant c/, nous devons employer la substitution {x,y, — y,a'), 
el la nouvelle forme qu'il est inutile d'ecrire sera reduite si le point z 
est a rinterieur du triangle sef, s etant le point de rencontre des deux 
cercles c/et/t, qui est, comme le montrent immediatement les equa- 
tions suria circonference de rayon i ; les deux circonferences sont tan- 
gentes interieuremenl en ce point et a la bissectrice os de Tangle des axes. 

Les reduites eorrespondantes sont 

(VI) ±j:-/o(i — 0=^-^0 J (14-0 -+-JVo (^^/)- 

Ceci est bien d'accord avec ce que nous avons vu plus baut d'une 
maniere generate : quand le coetlicient de xcc^^ dans une reduite est 
nul, le polygone correspondant a un point sur la circonference de 
rayon i (n° 7). 

Chercbons les autres polygones contigus au triangle ae/. Nous avons 
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(lejii nmcontre le quadrilaterc aedj\ penetrons dans ce quadrilalere 
et Iravcrsons ej : il faudra employer la subslilution [oc^y, — y, x), et 
la forme (2) devicndra 

Cettc forme sera reduite tant que le point (a, /9) sera dans Ic qua- 
drilalere limite par e]\ ee\jj et le cercle dont Tequation est 

S(a«-h?*-M) — 8av/2 = o; 

il OvSt represenle par/w/i. 

Nous traversons mainlenant em. En employant la substitution 

(.r, V, .r-f- iy^ j), la forme devient 

-^- •'•/oi I -h a*-+- ?*— aav/a 4- / [— 3(a«-h ?'4- i) 4- -i^tv/'-i "+- 2 fJv^] )-*-... 

On voit facilement qu'elle sera reduite tant que le point (a, jS) sera 
dans le triangle emp^ mp etant le prolongement de mn. 

Nous traversons enlin ep : il nous faut employer la substitution 
(.r, )', — r, .r), et la nouvelle forme sera reduite quand le point z 
sera a Tinlerieur du triangle sep\ le cercle sp est represenle par Te- 
(jualion 

3(1 4- a- 4- ?■) — /4«v'2 — 2?v^ = o. 

Kcrivons les reduites correspondant aux divers polygenes que 
nous venous de rencontrer : 

( \" 1 1 ) — .rx^ ±: yx^ ± Vo V 4- YY^ ( emjn ) , 

i\'IIh — .r.rodr.r>*o(i 4- /) zii.r„v(i — /) (emp), 

{W) ±.rvo(i — /)ii=./v>(i4-i) - vvo (rps). 

Si, elant dans le triangle emp, nous traversons mp, nous devrons em- 
ployer la subslitution {or.y, ^4-y, j), el Ton obtient la forme 

.1 .r^l 3 ^ x« 4- ?-4- 1) — 31 V •-». J 

-.rvJ.Ui4-x*-H.3M -<>n'^-H'[-3(a»4-3*4-l)4- Wv^ "+- ^^V 0! - • • • 
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elle sera rcduite quand z sera a rinlerieur du triangle quadrilatere 
{mprt), le cercle rt ayant pour equation 

et Ton a la reduile correspondante 

Si nous traversons maintenant mr, en employant la substitution 

la nouvelle forme definie serareduite quand z sera dans le quadrila- 
tere mrn{^, Tequation du cercle rn^ etant 

c'est-a-dire que iv est le prolongemenl de rt. 
La reduite correspondante est 

(XI) — ^^o-t-VTo i^rnv). 

Nous acheverons d'obtenir les reduites arilhmetiquement equivalent 
a F, en revenant dans le triangle dhj et en traversant hj\ ce qui nous 
donne les reduites 

le polygone correspondant est le triangle hs'j\ symetrique de fes par 
rapport a oa. Traversons encore yV, ce qui nous donnera le Iriangle 
jqs' symetrique de esp^ avec les reduites 

Enfin, pour terminer, traversons yy : nous obtenons le triangle jqn el 
les reduites 

(XIV ) —xXq± .r >'o {i — i)± J^o V ( I -+- (y'^'O- 

Nous avons obtenu, de (11) a (XIV), vingt-cinq formes reduites arith- 
metiquement equivalentes a la reduiie initiale F := xxq — ^yy^. Ce sont 
d'ailleurs les seulcs, comme on le reconnait, en cherchant les reduiles 
conligues a chacune de celles-la; nous ne ferons pas ici cecalcul, qui 
n'esi qu'une simple verification. 
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16. Aux reduites precedentes correspondent qualorze polygones : 
leiip ensemble conslifue un polygone n, que nous avons appele (n*' 11) 
le polygone fondamental (*); son pcrimetre est marque sur la figure par 
un gros trait. II nous faut trouver maintenant les subslilutions fonda- 
mcntales du groupe T (n"* 12). 

La variable z doit sorlir de n suceessivement par les differents coles 
de ce polygone. Commengons par sf : la reduile correspondant a 
s/e est 

En Iravcrsanl s/^ on doit employer la substitution (a:, y, x — v, v), ce 
qui donne la reduile 

{ I ) . ^.>o ( I — -+- ^0 V ( I -+- — yy Of 

c'esl-a-dire la menie que pour le Iriangle sep. D'aulre pail, on passe 
i\ese/}\ sep en traversanl se au moyen de la substitution 

(•^,7, '^ — ^v, v); 
par suite, le produit des deux substitutions 

{jp,y,x — iy, y) ( .r, v, ,r -h ^v , v ) , 

ou la substitution 

Iransformera en elle-meme la rcduite (i). D'aulre part, on pent passer 
dc la forme F = xjtq — 2vVo a la reduile (i) par la substitution 

['^» ?': (—14- / ) V + <r, .r — iy] ; 

done la transformee par cette derniere substitution de la substitution 
precedente Iransformera en elle-meme la forme F. Nous avons done 
une premiere substitution fondamentale du groupe F relatif a F*; ce 
sera 

(l) [''•>/• (— rif -M).r — 2(1 4- i) V, —(i — i).z* H- (i 4- '2i)^>*]. 

La substitution correspondanle du groupe G (n'* 12) Iransformera sp 



(M Le polyjrone tt n'esl pas le polygone fondamental du groupe G (n° 12), au sens em- 
ploy^ par M. Poincare dans ses recherches sur les groupes fuchsiens; mais, pour avoir cc 
dernier polygone, il suffit de rclranchor du polygone t les portions des quadrila teres ./76(y/ 
et ntrm', qui sonl au-dessous de OA. 
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en sf. Elle fait correspondre aussi les deux coi&s pt e\ kf, ce qui ne 
donne aucune substitution nouvelle. 

Supposons maintenant que nous sortions du polygone n par le 
cote kb. La reduite correspondant a [abkf) est 

Va\ Iraversant hk, on doit employer la substitulion {oc.y, x -^y, y), 
CO qui donne la reduite 

qui est la meme que pour jdh. 

Ceci donne pour (2) une substitution lineaire, la transfornf)ant en 
eile-niemey substitution qui est 

[x,y, ix — 2(1 — 1)7, — i>] ; 

la substitution semblablecorrespondante pour Fj^se trouve imm^dia- 
tement 

(11) (j?,j,/j?, — ej). 

Nous sorlons maintenant du polygone w par le cote he. Nous nous 
Irouvons pour ce cole dans ce que j'ai appele (n® 12), le cas exception- 
nel; car, en traversant frc, nous obtenonsla reduite 

( 3 ) xxq -h xy^ -+- x^y — yy^, 

qui correspond au polygone arfc/'contigu a ahcd^ et n'ayantaucuncole 
common avec le polygone tc. La substitution correspondante relative a F 
est encore la substitution (II). De meme, le cote cd donne la meme 
. substitution. 

En continuant a parcourir le perimetre du polygone, nous rencon- 
trons5'A. Un calcul tout semblablea celui que nous avons fait powrsp 
montre que 5'A correspond a s*q^ et la substitution correspondante est 
pour F 

( III) [x,7, (2/4- i)ar— 2(1 — i)y, — (!-+- 0^-H (i — 2£)j]. 

Les deux coles ir et nq se correspondent; reportons-nous en effet a 
la forme * relative au polygone mpri\ en traversant r/, il faut employer 
la substitution 

(jr,J,J7-r7,r), 
Ann. de I'Ec, Normale, 3* Serie. Tome I. — F^vrier 1884. 7 
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et on a la reduite 

qui correspond aussi ^jqn. 

La substitution scmblabie est ia meme que celle qui est donnee par 
les cotes Avet/n^; on se trouvealorsdansle polygone/wr^t^, et, la reduite 
correspondante —xx^-^- ^yy^ ayant son coefficient moyen nul, nous 
sommes de nouveau dans le cas exceptionnel ; en sortant par av, nous 
retombons sur la reduite donnee par emjn. La substitution semblable 
correspondante pour F est 

( 1 V ) ( j7, r, — - 3 /j: — 4 //, lix -\-Z iy). 

En resume, toiites les substitutions a coefficients entiers et de determi- 
nant I peuvent itre ohtenues en comhinant de toutes les manieres pos- 
sibles les substitutions fondamentales qui suivent : 

(uT, >', ix, — iy), 

(vT, /, — 3 ix — /| M', 2 ix -h 3 iy), 

[•2^7, (—2i-h i)x — 2(1-4- V, — (I — i)jr -f- {i-^2i)y], 

[•^, V, (-+-214- i)x — 2(1 — i)y, — (1 4- i)x 4- (i — 2i)y]. 



V. 

17. Les resultats exposes dans les Chapitres precedents doivent for- 
mer le point de depart de toute la theorie arilbmetique des formes 
quadratiques binaires indefinies a indetcrminees conjuguees; on saura ^ 
notammentreconnaitre si deux formes donnees sont aritbmetiquemenl 
equivalentes, puisque (n°5) la condition necessaire et sufflsante est 
que les reduites de ces deux formes coincident. 

Mais je ne m'arrete pas dans ce Memoire a trailer les differentes ques- 
tions arithmetiques, qui seraient la generalisation de celles que Ton 
resout dans la theorie des formes binaires reelles. Je veux seulement 
montrer directement, en lerminaut, comment les substitutions sem- 
blables d'une forme donnee conduisenta un groupe discontinu relatif 
a une variable complexe, groupe qui est d'ailleurs isomorphe au 
groupe r que nous avons anterieurement considere. 
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Soil donnee la forme indefinie 

{s) (jf, V, M.r + P V, Q.r -+- R v) 

une substitution semblable dc la forme de determinant i, el a coelli- 
rients enliers; je eonsidere la substitution effectuee sur la variable com- 
|)lexe2 

Mc-f-P 



(S) 



*>* 



Q.'-hU 



Si Ton eonsidere toutes les substitutions semblables S, les substitu- 
tions correspondantes 2 formerontevidemment un groupe. Nousallons 
fnontrcr que ce groupe est discontinu pour lout point z du plan qui 
n'esl pas silue sur le cercle represente par Tequation 

(1) ozZq-^ hz -h h^z^-h c=zo. 

Supposonsa posilif : nous allonsfaire la demonstration en supposant 
z a rinterieur du cercle, c'est-a-dire que 

azzQ-\- bz -\- h^ZQ-^c-^o, 

Entre les coefficients M, P, Q, R de la substitution (S), existent les 

relations 

«MMo-+- ^MQo4- ^MoQ -h cQQo= a, 

^MPo-+-6MUo-f-^QPo -\-cQ\\o=b, 
aPPo + ^PRo4-^PoH -i-cRRo = c; 

et comme la substitution inverse de S est 

(jf, r, R^ — P r, — Q.r H- M.v), 

on en conclut que cc systeme est cntierement equivalent au suivant : 

^RRo-^ROo-^oHoQ-hcQQo=:<7, 
-^RPo+/>RMo4-/>oOPo~cOMo=A, 

^PPo- ^^PMo~/>oPoM4- rMMo= r. 

On conclut immediatement de ces equations que, quand Tune des 
lettres M, P,Q, R est donnee, il ne pent y avoir qu'un nombre fini de 
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substilulions correspondantes S. Soit, par exempic, donne Q : la pre- 
miere equation du second systeme pouvanl s'ecrire 

oil 

A =: bbo — ac > o, 

on voit qu'a une valeur dc Q ne pent correspondre qu'un nombre tini 
de valeurs pour — Qo6 4- aR©, et par consequent pour R^. D'ailleurs, 
Ro ne pouvant avoir qu'un nombre fini de valeurs, la premiere et la 
derniere equation du premier systeme montrent de la meme maniere 
que M et P n'ont egalement qu'un nombre limite de valeurs. 

Ceci pose, nous ferons voir que le groupe est discontinu, en faisant 
voir que, quand le module de Q grandit indefmiment, le point corres- 
pondant Z se rapproche indefiniment de la circonference (I). Partons a 
cet effet de I'identite 

aXXo4- bXYo-h 60X0Y -f- cYYo=^axXo-h bafo-h ^0^0 J + ^//o» 

oil 

X = Mx -f- Pj, Y = Q J7 4- R7, 

ou 1 on tire, en posant Z = ^^ — g> 

aZZo-h bZ 4- 6oZo-f- c= niod'(Qs-t-R) ^^^^"^^ ^^ "^ ^0^0-+- c). 

Nous montrerons que le point Z sc rapprocbe indefiniment ducercle (I) 

en montrant que, quand Q croit indefiniment, mod (Qjz -f- R) croit lui- 

meme sans limite. 

Nous supposons le point z a Tinterieur du cercle : c'est ce qu'expri- 

mera I'inegalite 

mod'(a2 -h ^o)< ^« 

On a, d'autre part, en ecrivant Qjs 4- R = — [az -\-h^) -k-^ — ^^> 
• mod(Q-s 4- R) > mod^R - ^^ - mod f^ {^az 4- ^)1 
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que nous ecrirons enfin sous la forme 



I— -mod'(as-+- b^) 



■nod<0. + R)>(,+.Wf V-"'-yj 



I -hmotl Y^j-xnod{az -+■ b^) 



a 



Considerons maintenant Ic quolienl qui figure dans le second 
membre. Quand Q augmenle indefiniment, le numerateur a pour li- 
mite une quanlite positive differente de zero, d'apres Tinegalite a la- 
quellesatisfait z, et il en estde meme du denominateur. II est done etabli 
que, quand Q a un module ires grand, le point correspondant Zest 
tres rapproche de la circonferenee (1). Le groupe est done discontinu, 
ear, dans ces conditions, il ne pourra y avoir de point Z aussi rap- 
proche qu'on voudra du point z, et le iheoreme est etabli. 

18. Prend-on, par exemple, la forme^roTo — 2jjo n^® noxxs avons 
etudiee precedemmenl, elle conduit a un groupe discontinu dont 
les substitutions fondamentales sont, d*apres ce que nous avons vu 
(n^ 16), les quatre substitutions 

r, _{\ — 2i)z—' i{\-\' i) „ __ (i -+- 2£)3— 2(1 — l). 



— (I — O-^-^-C' -+-2t) — (l -h 1)3 H- (I — 21) 

19. Jetermine cette etude en donnant la resolution en nombres en- 
tiers de Tequalion 

Uq — D uuq ^= I , 

oil D est un entier posilif, equation qui est la generalisation immediate 
de Tequalion de Pell. 

Cette equation se rattache immediatement a la recherche des substi- 
tutions semblables et de determinant i, de la forme quadratique bi- 
naire 
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Soil (a?, J, Ma: -f- Pj, Qx -h Rj) une lelle substitution, on aura 
MMo-DQQo = i, MPo-DQRo = o, PP^- DRRo = — D. 
On conclut de ia 

Po _Ro 

I)Q ~ M * 

Soit fjL la valeur commune de ces rapporls; puisque MR — PQ = r , 

on aura 

|j.o(MMo— DQQo) = i, done \l — i, 

et les relations entre M, P, Q et R peuvent se meltre sous la forme 

MMo-DQQo=:i, Po = DQ, Ro=:M. 

On voit done qu'a toute solution de I'equation //o -~ Duu^^ = i cor- 
respondra une substitution semblable de la forme quadratique conside- 
lec, el reciproquement. 

On clierehera done les substitutions semblables fondamentales de la 
forme 

» 

et les coefficients de x, dans toute substitution formee avec elles, don- 
neront toutes les solutions de I'equation de Pell generalisee. 



RECHERCHES SUR L'OZONE, 

Par mm. P. HAUTEFEUILLE et J. CHAPPUIS. 



PREMIERE PARTIE. 

fiTUDE DE LA PREPARATION DE L'OZONE AU MOYEN DE L'EFFLUVE ELECTRIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

TRANSFORMATION ALLOTROPIQUE DE l'oXYG^NE PUR EN OZONE; 
TENSIONS DE TRANSFORMATION; INFLUENCE DE LA PRESSION ET DE LA TEXP£RATURE. 



1. On admet que la pression etla temperature cxercent une influence 
sur la proporlion d'ozone forme dans Toxygene par I'action de Teffluve 
electrique; les donnees numeriques manquent k ce sujet. 

A des temperatures cievees, la transformation de i'oxygene en ozone 
et celle de Tozone en oxygene obeissent probablement aux lois de la 
dissociation des systemes homogenes, ainsi que M. Troost et Tun de 
nous Tont fait remarquer dans une Communication a TAcademie des 
Sciences « sur les corps suscepliblcs de se produire a une temperature 
superieure a celle qui determine leur decomposition complete • (*). 

Aux temperatures moyennes, la decomposition de I'ozoneest reputee 
toujours totale, lente a la temperature ordinaire, rapide dansle voisi- 
nage de aSo"; c'est que la reversibilite, cette condition physique ne- 
cessaire et sutlisante pour limiter les changements d'etat, ne s'observe 
pas a ces temperatures. L'instabilite de ce corps est done comparable 
a celle de I'acide hypocbloreux ou a celle du chlorure d'azote en vapeur. 

(*) Troost el Hautrfeuille, Comptcs rvndus des seances dc I' Academic des Sciences ^ 
t. LXXIV, p. iii-ii3; 1871. 
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Mais, tandis que la chaleur necessaire pour constituer ces composes 
explosifs n*a pu, jusqu'a ce jour, etre empruntee qu'a une reaction 
secondaire simultanee, la transformation allotropique de I'oxygene 
peul etre determinee par reffluve eleclrique. L'acte de Telectrisation 
place momentanement Toxygcne dans des conditions analogues a 
celles d'un corps jouissant de la propriete de se combiner direclement 
ou de se polymeriser sous Taction de la chaleur. 

2. Nousavons cherche a etablir, par des experiences nombreuses, 
rinfluence de la pression et de la temperature sur la production de 
Tozone. Or il est a remarquer. que, si la pression peul varier a notre 
gre et etre mesuree, il n*en est pas de meme de la temperature du gaz 
pendant la formation de Tozone. La temperature du gaz peut bien 
etre incessamment ramenee a un degre fixe de Techelle thermome- 
trique : celle que possede le gaz lors du passage de reffluve n'en reste 
pas moins inconnue; cette indetermination rend les rechcrches sur 
I'ozone particulierement difficiles, et, quoique Terreur qui en provieni 
soit probablemenl faible, elle prive I'ensemble des resullals de cette 
simplicile qui caracterise les lois physico-chimiques des decompositions 
et des transformations limitees. 

Malgr^ ces difficultes, nous avons dresse une Table a double entree 
donnant les tensions de transformation de I'oxygene en ozone et faisanl 
par la meme connaitre les conditions de pression et de temperature lesy 
plus favorables k la production d*une proportion d'ozone superieure a 
celle qu'on a obtenue jusqu'a ce jour. 

Cette Table permet aussi d'acquerir quelques notions sur les lois de 
la transformation de I'oxygene en ozone. 

A. — Appareils et experiences. 

L'appareil imagine par M. Berlhelot pour soiimettre a Teffluve un 
volume limite de gaz est le meilleur qu'on puisse employer toutesles 
fois qu'on cherche a apprecier I'influence de la temperature sur la 
proportion d'ozone formee, parce que les gaz, places dans un espace 
annulaire tres resserre, sont en contact avec une trfes grande surface 
que Ton peut aisement maintenir a temperature constante. 
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Les variations depression eprouvees parToxygene, quise Iransforme 
en ozone dans ces appareils, peuvent servir a mesurer les proportions 
relatives des deux gaz pendant Teleclrisation, ou mieux immediale- 
mentapres. La determination, paries liqueurs litrees, dupoids d*ozone 
forme peutd'ailleurs, dans tons les cas, conlroler utilement ces resul- 
lats; mais cette derniere metliode, employee seule, ne permet pas do 
suivre les phases de la transformation et d*en constater la retrograda- 
tion qui se produil dans des conditions dont Tetude trouvera place 
dansun prochain Memoire sur Tacide perazotique. 

at. — Mesure des pressions, 

L*appareil etait dispose dc deux fagons un peu difTerentes, suivant 
que la pression initiale devait etre egale ou infcrieure a la pression 
almospherique. 

I** Pression initiale egale a la pression almospherique. — Dans ce pre- 
mier cas, le tube lateral de I'appareil aeffluves etait sonde a un robinet 
a trois voies. L'une de ces voies permeltait de mettre I'interieur de 
Tappareil a effluves en relation avec une trompe a mercure et avecun 
reservoir ou une source d'oxygene pur. L'autre voie correspondail a un 
tube vertical de o™,3o de long, de o",oo2 de diametre interieur, 
plongeant par sa partie inferieure dans de Tacide sulfurique contenu 
dans un vase de section relativement large, et reconvert d'une lame de 
verre [fig* i). Cc tube servait de manometre; le niveau de Tacide sul- 
furique dans la cuve etait considere comme constant; une graduation 
porteesur le tube meme permettaitd'evaluer, en colonne d'acide sulfu- 
rique, la variation de pression. La densite de Tacide sulfurique etait 
I'objet de frequentes determinations. 

Pourfaire une experience, le robinet R etait lourne de faQon a per- 
mettre de faire le vide dans Tinterieur de I'appareil a effluves; on 
faisait le vide complet avec la trompe; des lavages successifs a Toxy- 
gene, provenantde la decomposition par la chaleur d'oxyde de mercure 
pur, permettaient de remplir Tappareil d'oxygene parfaitement exempt 
d'azote; des dispositions preliminaires, qu'il est facile d'imaginer, as- 
suraient le parfait dessechement de I'appareil et du gaz. On admettait 
une derniere fois I'oxygene dans I'appareil et on le laissait prendre la 
temperature a laquelle on devait operer. On notait la pression au baro- 

Ann. de I'Ec, Normale, 3* Serie. Tome 1. — Flvrier 1884. ^ 
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metre. On faisait alors passer un courant d'oxygene pur dans le luhe AB, 
de fagon a en chasser Tair; et entin, en changeant la position de la rlet 
durobinetR, on mellaitle tube AB en communication avec Tappareil 
a effluves, en coupant toute communication de ces deux lubes avec la 
source d'oxvcene. 

Fig. I. 




^^^> ?^»^cy ^<^^»:^^-^5»i^ 



L'experienceelait alors preparee. L'effluve provenant d'une forte bo- 
bine, aclionnee par quatre elements Bunsen, transformait rapidement 
Toxygene en ozone, et cettc transformation etait mise en evidence par 
Tascension d'une colonne d'acide sulfurique. L'ascension, d'abord 
rapide, se ralentissait bientot; on notait le maximum alteint quelque- 
foisau bout de plusieurs beures seulement. On pouvait alors caiculer 
la tension de Tozone forme (on avait soin de tenir compte de la dimi- 
nution de volume resultant de Tascension de Tacide sulfurique dans le 
tube AB prealablement jauge). 

2'* Pressions initiales inferieures a la pression atmospherique, — L'ap- 
pareil devait etre un peu modifie pour permetire de faire des expe- 
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riences a des pressions inferieures a la pression almospherique. La 
fig, 1 represente la disposition a laquellc nous nous sommes arretes. 
L*appareil a effluvcs portait, comme le precedent, sur sa tubulure late- 
rale, un robinet a trois voies, dont Tune correspondait a un tube vertical 
gradue; maisce tube penetrait dans une cloche aB de meme longueur, 



Fig. 2. 
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de o™,oi5 de diamelre interieur, fermee de loules parts, renfermant a 
sa parlie inferieure, jusqu'au niveau CD, de I'acide sulfurique concen- 
tre de densite connue, introduit par le tube c. Un tube GK, muni d'un 
robinet R', faisait cominuniquer I'interieur de la cloche aB avec la 
deuxieme voie du robinet R et, par suite, avec la trompe et les reser- 
voirs a oxygene. 
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Pour disposer Texperience, les deux robinets R et R' etant ouverls, 
on faisait le vide aussi complet que possible avec la Irompe, et des la- 
vages avec de Toxygene pur aussi bien en E qu'en ah el que dans la 
clocbe aB. On laissait une derniere fois rentrer Toxygenc dans I'appa- 
reil entier a une pression qu'on mesurait exaclement (a eel effcU la 
source d'oxygene elail en relation avec un baronielre); on ferniailR'et 
Ton mettait E en cominunicalion avec ab seulement par Tintermediaire 
du robinet R. 

Lorsque ret'fluve passail, Tacide sulfurique niontait dans le lubea6, 
et, pour deduire de I'ascension observee la lension de Fozone forme, ii 
fallait tenir comple de la diminution de volume resultant de Tascension 
de Tacide dans le tube ab, el aussi de raugmentalion quesubissait le 
volume de Tespace annulaire aB, par suite de Tabaissement du ni- 
veau CD; des jaugeages avaient ete effcctues en vue de ces calculs. 
Cette sorte de manomelre differentiel permettail de calculer les tensions 
finales de Tozone pour des tensions initiates quelconques de Toxygene. 

p. — Mesure des temperatures, 

L'appareil de M. Bertbelot pent Ires facilement etre cbauffe ou re- 
froidi, et en general maintenu a une temperature constante. 

Pour operer a o**, on renouvelait frequemment la glace d'abord inlro- 
duite dans le tube inlerieur et dans Teprouvette pleinc d'eau acidulee. 

On maintenait I'ensemble a 20^, en operant dans une vasle salle a 
cette temperature et en remplagant Teprouvelte de l'appareil par un 
vase de grande dimension, dans lequel une masse d'cau considerable 
se conservait en equilibre de temperature. 

L'appareil pouvait etre porte et maintenu a 100" a Taide de courants 
de vapeur d'eau, amenes, par deux tubes, dans Teprouvette el dans le 
tube inlerieur de Tappareil a effluves. 

Le chlorure de melhyle est aussi bon conducteur de Telectricite que 
Teau acidulee; aussi avons-nous pu operer a — a3*^ au-dessous de 0°, 
en remplaganl Teau acidulee de l'appareil par ce liquide. 

Nous avons enfin fait des experiences avec le chlorure de melhyle a 
temperature beaucoup plus basse, en faisant passer un courant rapide 
d'air sec dans ce liquide. La temperature obtenue dans ces conditions 
a ete estimee egale a — 07°. 
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Nous avons tente de remplacer le chlorure de methyle par le prot- 
oxyde d'azoic, mais ce dernier liquide n'est pas bon conducleur de 
I'elcctricite. II a fallu, pour reussir a abaisser encore la temperature 
par remploi du protoxyde d'azote, placer I'appareil a effluves dans 
une double enceinte d'eprouvettes. Le preniier espace annulaire en 
contact avec les paroisde Tappareil a effluves etait plein de chlorure 
de methyle, le deuxieme renfermait le protoxyde d'azote liquide. Le 
tube inlerieur de Tappareil de M. Berthelot renfermait du chlorure de 
methyle refroidi par un courant d'air; lesfils de platine attaches a la 
bobine etaient plonges dans ce liquide; la temperature etait interme- 
diaire entre — 67^ et — 88^. 

B. — Rdsultats. 

Les resultats obtenus dans ces diverses experience sont ete resumes 
dans le Tableau ci-joint, donnant les proportions d'ozone qu'on peut 
obtenir en faisant varier la pression et la temperature. 

— 23". 0». 20«. too-. 

Tension Proportion Tension Proportion Tension Proportion Tension Proportion 

de de I'oxone de de I'otone de de I'ozone de de i'oxone 

Pressions. I'oxone. en poids. I'ozone. en poids. I'ozone. en poids. I'ozone. en poids. 

760... 108,70 0,214 82,84 <^»j49 53,96 0,106 w » 

38o... 5 1, 68 0,204 38,76 0,1 52 3 1, 54 o,i25 1,48 0,0117 

3oo . . . 4^) 20 0,201 3o,6o 0,1 525 22,20 0,112 » » 

223... 24,80 0,191 ^2,95 o,i53 i5,52 0,104 0,088 0,0118 

180... 22, 3o 0,181 16, 58 0,137 10,52 0,089 ** " 

La tension de transformation de Tozone dans Toxygene soumis a 
Teffluve varie avec la temperature et la pression que supporte le me- 
lange gazeux. Cette tension augmente rapidement de valeur lorsque la 
temperature s'abaisse; elle double, ou a peu pres, lorsque la tempe- 
rature passe de 20® a — - 23^. 

La proportion d'ozone semble s'accroitre plus rapidement encore aux 
temperatures inferieures. Dans les experiences faites entre — 57" et 
— 88® avec le chlorure de merfiyle refroidi par un courant d'air et le 
protoxyde d'azote, la proportion de I'ozone etait environ cinq foisplus 
forte qu'a -h 20°. 

Les resultats montrent bien que les tensions de transformation qui 
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« 

limitentces phenornenes complexes ne sont pas fonction de la tempe- 
rature seule, mais dependent manifeslement des pressions. 

Aux temperatures superieures a o*", la proportion d'ozone est maxi- 
mum pour o*^™,5 environ; Televalion de la temperature ralentissant la 
production de Tozone, il est plus dilficile d'epuiser Taction de Teffluve 
aux temperatures moyennes qu'au-dessous de o'', surlout dans Toxy- 
{jene peu rarcfie. II n'est done pas impossible que Tobtention de ce 
maximum soit une consequence de la lenteur avec laquelle se fait la 
transformation audessus de o^. 

La loi d'equilibre ne pent etre comparee a celles qui regissent les 
decompositions chimiques des combinaisons fixes ou la production des 
vapeurs saturees aux depens des corps solides ou liquides. L'analogie 
avec les pbenomenes qui nous sont familiers est plus dilficile a trouver 
que pour les transformations allolropiques du phosphore. 

Mais les resultats numeriques cites plus baut etablissent que le rap- 
port du volume de Vozone au volume total est^ entre des limites assez 
etendues, a peu pres independaut de la pression. Ce fait semble etablir 
une analogic entre la transformation allotropique de Toxygene soumis 
a I'effluve electrique el la dissociation des composes gazeux, car la 
dissociation de Tacide iodbydrique et celle de Tacide selenbydrique, 
pour ne citer que les exemples les plus simples, sont, a certaines tem- 
peratures, limitees par des tensions sensiblement proportionnelles aux 
pressions totales. Les fractions d'acide iodbydrique decomposees a [\\o^ 
sont, d'apres M. Lemoine (*) : 

En cenlidmes. 
aim 

Sous la pression de 4 , 4 9.4 , o 



»> 2,3 a.*) , 5 

» 1 ,0 26,0 



» 



0,2 29,0 



La proportion d'iode et d'bydrogenc libres croit, en realite, a me- 
sure que la pression diminue; la proportion d'oxygene par rapport 
a I'ozone croit plus nettement encore a mesure que la pression dimi- 
nue. La combinaison de Tiode et de Tbydrogene et la transformation 
de Toxygene en ozone, qui absorbent Tune et Tautre de la cbaleur, se- 
raient done favorisees par un accroissement de la densile. 

(*) Lemoine, A/males de Chimic ct de P/ijsirjue, t. XXVII, p. 257-358; 1872. 
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CHAPITRE DEUXlflME. 



fiTUDE DU MODE DE D£CUARGE £LECTRIQUE. — PREPARATION DE L*OZONE EN PRESENCE 

BEs GAZ Strangers. 



A. — Variations du mode de ddcharge 61ectrique. 

Pendant une memo experience, ia pression et la temperature des gaz 
soumis a TefHuve ne peuvent etre maintenues constanles que si le mode 
de decharge est lui-ineme invariable. De meme, pour que des resultats 
soient comparables, il faut aussi qu*ils proviennent d*experiences suc- 
cessives dans lesquelles Taction chimique est produite par des eflluves 
identiques. 

Pile et bobine. — Or on pent evidemment modifier la nature de la 
decharge, en augmentant ou diminuant la puissance de la pile, et aussi 
en employant des bobines de RuhmkorfTdiiTerentes. 11 faut done, dans 
les experiences comparatives, seservirde la meme bobine ets'assurer 
frequemment que Tintensite du courant est restee constanie. II suilit, 
en general, pour cette verification, de mesurer la longueur de Tetincelle 
qui pent jaillir entre les deux extremites du fil induit etde s'assurer 
qu'elle n*a pas diminue. 

Appareils a efjluves. — La forme et les dimensions des appareils dans 
lesquels les gaz sont soumis a Taction de Telectricite ont necessairement 
une influence sur la nature de la decbarge; il ne faut done comparer 
que les resultats oblenus avec un meme appareil, ou s'assurer que les 
appareils diflercnts employes donnent aux memes temperatures et aux 
memes pressions des resultats identiques; il est meme ulile de veriiier 
un appareil avec lequel on a fait une serie d'experiences, c'est-a-dire 
de s'assurer que, rameneaux conditions iniliales d'une des premieres 
experiences, cet appareil fournit le memeresultat : c'estce que nous 
avons constate avec des appareils qui avaient servi pendant longtemps 
a un grand nombre d'experiences. 

M. A.Thenard a observe a la longue, avec ses appareils, une deterio- 
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ration de la surface <lu vcrre, qui, (Papres lui, co'incidait avcc une dimi- 
nution dans la teneur en ozone. Si nous avons evile cet inconvonienl. 
cela lienl sans douto a ce que nous n'avons jamais employe dc fdiles 
(lechargcs acrompagnoes d'elinceilrs. 

Nature du gaz. Elude deVe/jluve el <le la pluie de feu. — Enfin dcs 
experiences nombreuscs nous out montre (|ue la nature du gaz traverse 
modifiait le mode de decliarge ct que, en consequence, Irs lois de In 
transformation de I'oxygene en ozone devaient elre diflerentes selon 
que Tun operail avcc de I'oxygiine pur ou melange a dcs gaz varies. 

Une etude attentive du mode de decliarge eleclrique a travers diffe- 
renls gaz ct sous des pressions varlees nous a conduits ii I'observatioii 
de ce fait que les lueurs phosplinrescentes invisibles an grand jour, qui 
illuminent les gaz places dans I'espace annulairecomprisentre lesdeu\ 
lubes de verre concenlriques, analysecs avec soin dans I'obscurile, per- 
mettenl de rclrouvcr loujours dans ces effluves eleclriqucs les carac- , 
teres <le la pluie de feu. 

Si le plienomene est tres difficile a observer dansl'oxygijne en parti- 
I'ulier, il est, au contraire, Iv'es net et tres brillant dans le (luorure dtt 
silicium. 

1° Fluorure de siiicinm. — L'ellluve, lorsqu'elle se produit dans le 
lluorure de silicium, ii la pression atmospberiquc, n'a pas rapparence 
rl'une nappe iuaiineuse lionmgene. L'espace annulaire est rempli d« 
petits globule-s lumincux, d'un jaune vert dans I'obscurile complete, 
d'un rose tendre a la lumiere diffuse ou a la flanime d'une bougie. Ces 
petit.s glubulcs donuent au tube a eflluves un aspect ebagrine que nous 
relrouverons avee d'aulres gaz. Lorsqu'on examine le lube a la loupe 
pendant les decbarges, on est frappe de I'aualogie que preseute le 
plienomene du passage de I'electrlcile dans ce gaz avec celui decrit par 
MM. doMondesir et Schliesing dans ieurs belles experiences des papil- 
lons (ilectriques, oil riuflammation de I'liydrogene dans I'air donne dfs 
espec.es de lueurs donl les mouvemenls rappellent ceux d'un essaini de 
moucbes. 

I.'etlluve, dans le Uuorure de silicium, est surtout facile a etudier si 
la distance des surfaces electrisees alteint plusieurs millimetres, parce 
r|ue les points lumiueux, bien separes, montrent que les decbarges suc- 
cessivcs et multiples se font sous la forme de petils cylindres lumincux 
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raccordes a de pelitcs nappes phosphorcscenles donl les contours sont 
circulaires sur les deux lubes; de sorte que, si les deux cylindres 
sont concentriques, le tube central semble herisse, a sa surface exte- 
ricurr, de trails lumineux reguliers et equldistanis, terminesa Fautre 
tube : Tensemble rappelle un ecouvillon dont les barbes seraient lumi- 
neuses. Si les deux cylindres ne sont pas concentriques, la decharge 
ne se fi»it jqu'entre les parois les plus voisines, ce qui perniet d'eludier 
le phenomene sur la trancbe, comme on Ta loujours fait exclusive- 
menl dans les experiences anterieures sur la pluie de feu; l*espace 
semble traverse par une averse de feu, comme dans T^ppareil de M. du 
Moncel. 

Une diminution de pression du fluorure de silicium ne change pas les 
earacleres generaux de la decharge; mais cela permet d*ecarter les 
tubes de verre electrises, et Ton peut constaler plus facilement que 
chaque trait lumineux estrenfle a ses exlremites. A ux basses prcssions, 
les goulles lumineuses, au lieu de se dessiner sur un fond noir, sem- 
blent noyees dans un brouillard violet; en meme temps, leurs contours 
perdent de leur nettete. On observe un maximum d'eclat pour les de- 
charges qui se font dans le plan passant par Toeil de Tobservateur et 
I'axe de fappareil : c'est que les traits cylindriques, s'ils sont dilates 
dansles gaz rarefies, conservent neanmoinsun vif eclat lorsque Toeil se 
Irouvedans leur prolongement. 

Pour des pressions inferieures a o™,oo5, Tillumination generale 
masque la pluie de feu a pen pres completement : les gouttes semblent 
fondues dans le brouillard. 

a** Azote. — L'azole est, apres le fluorure de silicium, le gaz qui 
donne la plus belle pluie de feu. A la pression ordinaire, les globules 
d'un bleu rose pale sont Ires pelits et Ires serres. Le phenomene prend 
plus d'eclat lorsqu'on reduit la pression de Tazote a celle que supporte 
ce gaz dans I'air. On n'obtient une nappe lumineuse en apparence ho- 
mogene qu'a des pressions inferieures a o™,o5o. 

3*" Uydrogene. — Ce mode de decharge se produit egalement dans 
Thydrogene. A la pression atmospherique, le phenomene est, a la cou- 
leur el a Tintensite pres, identique a celui que Ton observe dans le fluo- 
rure de silicium aux basses pressions. 

4® Chlore. — Les memes apparences s'observent dans le chlore; les 

Jnn, de I'tc, Normale. 3' Surie. Tome 1. — F£vrier 1884. 9 
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gouttes lumineuses sont verdatres et beaucoup moins brillantes que 
celles du fluorure desilicium.Ce gaz, sous la pression ordinaire, oppose 
one resistance tres grande au passage de releclricile; les surfaces eiec- 
trisees doivent elre tres voisines; car, si elles sont ao°*,oo2, par exempie, 
les trails lumineux, sans avoir le caractere de Telincelle, s'en rappro- 
chent par Tintcnsite lumineuse : ce mode de decharge se distingue des 
precedents par le petit nombre des traits lumineux et par les aigrettes 
brillantes qui serpentent a la surface des parois des tubes de verre pour 
reunirentre eux les traits successifs, situesle plussouventau inoins a 
o"*,©! les uns des autres. 

5** Oxygene. — Dans Toxygene, relfluve est a peine visible; le gaz 
devient tres peu lumineux ou plutot phosphorescent; cependant on 
parvient a constater dans Tubscurite absolue et a Taide de la loupe le 
grenu de la surface des tubes concentriques, et, si le gaz n'a pas une 
trop faible tension, les globules lumineux sont distincts comme dans 
les autres gnz. 

.6° Acide carbonique. — La constitution des lueursd'un blanc laiteux 
que produisent les decharges dans Tacide carbonique rappelle celle des 
lueursobservees dans I'oxygene, mais Tanalyse en est plus facile. 

Cos decharges ne sontsilencieuses, dans tous ces gaz, qu*a de faibles 
pressions; elles le sont aussi a la pression atmospherique dans Thydro- 
gene. 

La pluie de feu est accompagnee, dans les autres gaz, d'uu crepite- 
ment d'autant plus facile a drstinguer des interruptions du commuta- 
leur de la bobine de Rnhmkorff que Teffluve se divise en globules 
elementaires plus nettement limites. 

Les tubes a elfluves, tels qu'ils sont construits par M. Alvergniat, 
peuvent servir a montrer dans les cours la pluie de feu sous les ditfe- 
4*en(s aspects qu*elle prend dans les differents gaz et sous differentes 
pressions. 



B. — Preparation de rozone en presence de differents gaz. 

Cette grande variele dans le mode de decharge electrique permet, 
probablement a elle seule, d*expliquer les resultats si diflerents que 
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i'on obtient en preparant Tozone en presence de gaz varies; c'est ce 
que nous aliens essayer de montrer. 

Des les premiers travaux sur Toxygene electrise, on a su produire 
Tozone aux depens de Tair; on n'avait cependant pas encore de donnees 
precises sur la iransformalion parlielle de Poxygene lorsque ce gaz est 
melange a I'azote, el a plus forte raison lorsqu'il se Irouveen presence 
de gaz divers. Nos experiences ont porte sur les melanges d'oxygene 
avec I'azole, Thydrogene, le fluorure de silicium et le chlore, el nous 
avons pu en comparer les resultats avec ceux qu'a oblenus M. Berlhelot 
en decomposant I'acide carbonique par Teffluve electrique (*). 

i" Melange d'oxygene et d' azote, — Sous loules les pressions, 
Poxygene melange a Tazote donnc naissance a une plus forte propor- 
tion d'ozone que Poxygene pur; mais, dans les experiences failes avec 
des melanges gazeux contenant de Pazole, la (eneur en ozone ne pent 
se deduire directement, comme dans les precedenles, d'une lecture de 
la diminution de pression; il se forme en effel, comme nous Pavons 
elabli, de Pacide perazotique aux depens de Poxygene et de Pazote, et 
cela, quelque faible que soil Peffluve employee; il faut recourir a une 
methode d'analyse chimique assez complexe, qui trouvera sa description 
dans un Memoire sur Pacide perazotique. L*emploi de cette methode 
permetde calculer quelle est la part de la diminution de pression at- 
tribuable a Pacide perazotique d*une part, a Pozone de Pautre. Le Ta- 
bleau I donne la proportion d'ozone forme a o° dans Pair et dans 
quelques autres melanges plus ou moins riches en oxygene. 





Tableau I. 




Pression 
du melange. 


Prflssion 
de I'oxjgine. 


Proportion d'osona 
en poiUtf • 0'. 


mm 
760 


mm 

53^ 


0,26 


760 


456 


0,2i 


760 


159 (air) 


0,25 


760 


71 


0,25 



La teneur en ozone est constante a o^, puisque, en faisant varier 



(1) [.es melanges de vapeur d'eau avec Toxyg^ne et Tazote ont une telle importance, au 
point de vue de la Physique du globe, qu'ils seront ^tudids h part. 
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dans deslimileslres etendues la pression de Toxygene dan^s le melange, 
on retrouve a peu pres la proportion de Tozone dont Tair pent se 
charger. 

Une diminution de pression produit au contraire, dans Toxygcne 
pur, ainsi qu'op pent le voir par les donnecs numeriques du Tableau II, 
un abaissemenl tres sensible de la teneur en ozone. 





T 


\BLR\r 


II. 




rre*!iif»n 
de 1 oxygene. 






Proportion 
d'ozone en poida a u' 


7G0 
180 








o,ii9 
, 1 37 


I I 1 








0, 1 10 


87 








o,io5 


57 








0,095 



La comparaison des nombres qui figurent dans ces deux Tableaux 
monlre que la proportion d'ozone est augmentee par la presence de 
Tazolc et qu'elle reste superieure a cello qu'on a trouvee dans Toxy- 
gene pur, meme lorsque la tension de Tazolc dans le melange n'est plus 
que le tiers de celle de Toxygene environ. 

2" Melange d'oxygene et d'hydrogene, — L'hydrogene melange a 
Toxygene ne s'oppose pas a la formation de I'ozonc, ce qu'on aurait 
pu prevoir, M. Bcrthelot ayant observe que Tbydrogene et I'oxygene 
nese combinent pas sous Tinfluence de Teffluve a faible tension. Nous 
avons conslate qu'a une meme temperature et a une meme pression 
d'oxygene la proportion d'ozone est notablement plus grande en pre- 
sence de rhydrogene qu'en presence de Tazote. 

3** Melange doxy gene et dejluorure de silicium, — L'oxygene, sou- 
mis a Teffluve en presence du fluorure do silicium, se transforme par- 
tiellement en ozone; la teneur en ozone, ditficileafixerrigoureusement, 
ne parail pas inferieure a o, 4^. Cette forte proportion d'ozone est ob- 
tenue avec un mode dc decbarge aussi different que possible de la 
veritable effluve, car c'est la pluie de feu Ires lumineuse, que nous 
avons decrite et indiquee commo le type le plus parfait de ce pheno- 
mene, qui determine ici la transformation de Toxygene. 

[f Decomposition de I'acide carbonique. — Les resultats de ces expe- 
riences rappellent, par la forte proportion d'oxygene actif, ceux qu'a 
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obtenus M. Berlhelot dans Telude de la decomposition de Taeide car- 
bonique par reflluve. Aussitot qu'iis ont ete obtenus, nous avons 
annonce qu*ils pouvaient conduire a faire un choix entrc les deux inter- 
pretations donneesdes proprietes oxydantes que possedent ies produils 
de ia decomposition de cet acide, savoir la formation d'un acide per- 
carboniqueou la transformation en ozone d'un tiers au moins de Toxy- 
gene mis en iiberte, car les experiences faitos avec le fluorure de 
silicium indiqnent cette proportion d'ozone comme parfaitemenl com- 
patible avec les proprietes de I'ozone dilue dans un gaz. Des expe- 
riences ullerieures devaient verifier pleinement ces previsions. 

Conclusions. — Quoiqu'on puisse reduire le role des decharges elec- 
triques, dans la transformation isomerique de Toxygene, a placer mo- 
mentanement ce gaz dans les conditions d'un corps susceptible de fixer 
de la cbaleur, les equilibres obtenus par des decbarges identiques sont 
seuls comparables, car cetle identite est la seule garantie que les expe- 
riences ont ete executees a une meme temperature. Ainsi rien de plus 
different que les resultats obtenus par les etincelles et par les autres 
formes de dccbarge, pluie de feu et effluve propremcnt dile, dans de 
Toxygene maintenu a temperature constante. 

A regard de ces deux derniers modes de decbarge, nousdevons eta- 
blir des distinctions non moins importantes; car, si les tensions de 
transformation de I'oxygene dilue dans un gaz et ccUes de I'oxygeno 
pur rarefie dans un espace de meme volume ne sont pas les memes, et 
si les ecarts entre les deux series de determinations s'accusent d'autant 
plus que la pression de Toxygene est plus faible, c'est que la decbarge 
conserve dans le melange gazeux les caracteres de la pluie de feu, 
tandis que, dans Toxygene pur rarefie a un certain degre, elle se reduit 
a des lueurs pbospborescentes. L'addition d'un gaz etranger assure la 
Constance du mode de decbarge sous forme de pluie de feu. Si le gaz 
ajoute possede, comme c'est le cas pour Tazote, des proprietes phy- 
siques voisines de celles de Toxygene, les tensions de transformation 
dans les melanges obeissent a la loi de proportionnalite; il est probable 
que cet artifice pcrmet d'ozoniser a une meme temperature I'oxygene 
sous des pressions varices. 

Mais Toxygene est-il melange a de I'bydrogene ou a du fluorure de 
silicium, les leneurs en ozone sont plus elevees que les precedentes, 
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comme si la presence de ce gaz permettait d'operer la transformation 
a temperature plus basse. Les pluies de feu propres a ces gaz n*etant 
pas identiques a celles qu'on observe dans I'oxygene, on n'a aucune 
raison pour supposerqu'elles les portent a la meme temperature; et si 
Ton admet que ces gaz prennent en realite une temperature moins 
elevee que Toxygene pur place dans un tube a effluves d'une egale sur- 
face de refroidissement, on comprend pourquoices melanges sont plus 
riches en ozone. 

Dans Tetude de la transformation isomerique de Toxygene, la dis- 
tinction des differentes pluies de feu entre elles et avec Teffluve n'est 
done pas moins necessaire a signaler que celle, deja ancienne, entre 
refiluve et les etincelles. 

5"* Melange (Voxygene et de chlore, — Une derniere serie d'expe- 
riences a porle sur les melanges d'oxygene et de chlore. Ces deux gaz 
etant regardes comme ne pouvant se combiner directement, on pouvait 
penser que leur melange fournirait de Tozone et s*enrichirait en oxy- 
gene aclif aussi rapidement qu'un melange d'oxygene et d'azote. Mais 
nos experiences nous ont appris qu*un semblable melange ne fournit 
pas d'ozone, et qu'une ires petite quantite de chlore sulfit pour s'op- 
poser a la transformation isomerique de Toxygfene. Bien plus, si Ton 
introduit dans Toxygene ozonise un volume meme tres petit de chlore, 
Tozone se detruit complelement pendant Tacte de Telectrisation en un 
lemps comparable a celui qu'on avait du employer pour Ic produire. 
Nous avons lieu de croire qu'il se forme un compose oxygene du chlore 
dont rinstabilit6 donnera la clef de cette decomposition. 

On introduit, dans un appareil a effluves deja represenie(^^. i), des 
melanges en proportions variables d'oxygene et de chlore; le tube ver- 
tical renferme de Toxygenepur; on fait passer Teffluve, on constate 
une oscillation d'environ o™,ooi de la colonne d'acide sulfurique au- 
dessuset au-dessous de sa position initiale. On conclut de cette expe- 
rience qu'il ne se forme probablement pas d'ozone. 

On reunit deux appareils h effluves par un robinet a Irois voies [fig. 3), 
et Ton fait, a Taide de ce dispositif, les deux experiences suivantes : 

I*" On introduit dans Tappareil R de Toxygene par Touverture a, et 
du chlore par le tube c, de fa(jon que le melange soit fait a volumes 
egaux; on fait passer Keffluve dans Tappareii B : on constate Tabsencc 
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(le toute udeur d*ozone a i^orifice 6, el Tanalyse des gaz qui sortenl 
montre qu'il ne s'ost pas forme d'acide liypochloreux. 

2^ On soumetalors a I'eftluvc Toxygene qui traverse Tappareil A; 
le (leuxieme appareil fonctionnant encore dans les memes conditions, 
Teffluve agit en B sar un melange d'oxygene, d'ozone et de chlore; on 
ne relrouve plus a Torifice b que des traces d'ozone. 

Fig. 3. 
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De ces deux experiences on conclut que I'ozone ne peut se former en 
presence du chlore, et que Tozone prealablement forme peut etre de- 
truil par reffluve en presence de ce gaz. 

Dans une derniere experience, de I'ozone etait d'abord forme aux 
depens de I'oxygene isole dans I'appareil A {Jig. 4). Une denivellation 
mesuree au manomelre a acide sulfurique m permeliait de juger si la 
tension maximum etait alteinle. 

Un robinet a large voie R permettait de mettre Tinterieur de I'appa- 
reil a efduves en relation avec un reservoir V, contenant du chlore dont 
la pression etait donnee par un manomelre m'. Lorsque la pression 
etait devenue conslante en m, on ouvrait le robinet R apres avoir amene 
la pression du chlore a etre mesuree par une meme hauteur d'aride 
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sulfurique [\i la temperature constante de Texpenence). Le clilore se 
melangeait a Toxygene et a Tozone par difTusion et, au bout de quelques 
minutes, ou fermait R : la pression n*avait pas change en m; on faisait 
alors agir Teffluve sur le melange de ces trois gaz : la pression me- 

FifJ. 4. 




I 









7«' 




- I 



\ 



»» 



..0:t0urr 



4.. 









suree cn m (liminuait d'une fa^on continue; le niveau de la colonne 
d*acide sulfurique revenait a pen pres au niveau primitif, manifestant 
ainsi la decomposition de Tozone en un temps a pen pres egal a celui 
qui avait ete necessaire pour la transformation inverse. 

L'ozone ne peut done exister en presence du clilore pendant le pas- 
sage de I'effluve. 



RECnERCIIES SIR l'oZONE. ^3 



DELlXifiME PARTIE. 

propri6t6s DE L'OZONE. 



CIIAPITRE PREMIEK. 

COULEUR DE L'OZONE. 



1. La faible tension que Tozone possedait dans les melanges, habi- 
tuellement employes a Tetude de ce gaz, n'avait permis qu'avec peine 
jusquMci de distinguer ce corps de I'oxygene par ses proprictes phy- 
siques, restees a peu pres inconnues. II etait meme possible de mettre 
encore en doute I'existence de cette conibinaison si elrange de Toxy- 
gene avec lui-meme. 

On sail les difficultes qu'a surmontees si habilement M. Soret ( * ) pour 
determiner la densite de Tazone en operant sur Toxygene faiblement 
ozonise. 

Parmi les constantes physiques de ce corps, sa chaleur de formation 
a ele egalement obtenue avec precision par M. Bcrthelot ('), malgre 
Tetat de dilution oil il se trouve en sorlant des appareils a effluve 
ordinaires. 

2. La preparation d*un melange tres riche en ozone semblait done 
etre la premiere condition a remplir pour acquerir des notions nou- 
velles sur ce corps curieux. Les experiences que nous venons de decrire 
nous avaient appris que la transformation isomerique de Toxygene 



(*) SoRBT, Annates de Chimie et de Physique, t. VII, p. Ii3-ii8; i866; t. XIH, p. -jS;- 
282; 1868. 

(') Bertuelot, Comptes rendtis des seances de I' Academic des Sciences, t. LXXXH, 
p. laSi; 1876. 

Jan. tU rte, Normale. 3* Sorie. Tome I. — Mabs i884- l^ 
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soumis a refOuve electrique obeit a des lois simples et que la propor- 
tion d'ozone ne croit que tres peu avee la pression pour chaque tem- 
perature, tandis que, la temperature passant de 20^ a — 57®, la propor- 
tion d*ozone quintuple. Soustrait a Taction des decharges electriques, 
le melange d'oxygene et d'ozone cesse d'etre un systeme homogene 
en equilibre; malgre cela, il se conserve sans alteration appreciable 
pendant tout le temps qu'on maintient la temperature constante, si 
Ton opere au-^lessous de 0°. Cette stabilile relative de Tozone devait 
nous permettre de comprimer ce melange et d'obienir des tensions d'o- 
zone de plusieurs atmospheres. 

L'appareil de compression de M. Cailletet est construit dans des 
conditions qui semblent defavorables, puisque le gaz charge d'ozone 
doit etre sans cesse maintenu au contact du mercure; malgre ccia, ce 
dispositif etant le seul pratique, c'est a lui que nous avons eu recours 
pour observer Tozone sous pression. 

II importe, pour ces essais, de preparer un melange d'oxygene et 
d*ozone dont la teneur en ozone soit aussi forte que possible; il faut 
(lone ozoniser Toxygene a tres basse temperature. 

L'eprouvette A de Tappareil de M. Caillelet, terminee par un lube 
capillaire, est placee dans un vase maintenu plein de chlorure de 
methyle, et reunie par un tube de verre, presentant un robinet r, a un 
appareil a effluves B de M. Berthelot, egalement plonge dans le chlo- 
rure de methyle [fig, 5). 

Un robinet a trois voies /, sonde sur le tube lateral de cet appareil, 
met Tespace annulaire en relation, d'une part, avec une source d'oxy- 
gene pur, d'autre part, avec une trompe. 

Le vide est, au debut, fait dans les deux appareils; Toxygene, admis 
dans Tappareil a effluves sous la pression atmospherique, y est main- 
tenu pendant environ un quart d'heure (temps reconnu suffisantpour 
que la proportion de Tozone en poids atteigne une valeur voisine de 
'xo pour 100), puis I'appareil a effluves et Teprouvetie sont mis en re- 
lalion par le robinet r. 

L'eprouvetle A, etant de 60^*^ environ, nc pent se remplir en une 
fois sous une pression voisine de 760"™: on la met done en communica- 
tion cinq fois de suite, a des intervalles egaux d'un quart d'heure, avec 
I'appareil a effluves, de 20*^*" de capacile, rempli chaque fois d'oxygfene 
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SOUS une pression un peu superieure a 760™". En une heure et quarl, 
on parvient parce procede a reiiiplir Teprouvetle d*un melange d'oxy- 
gene et d'ozone Ires charge de ce dernier gaz. 

L'^prouvette A esl alors retiree du chlorure de methyle, separee de 
Tappareil a effluve par un trait de feu en c, porlee sur le bloc de Tap- 
Fig. 5. 
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pareil a compression et ouverte d*un trait de lime en a sous le mer- 
cure : le gaz qu'elle contient est refoule avec lenteur, par du mercure 
refroidi a o®, dans le tube capillaire, maintenu a — 23**. 

Le mercure, qui transmet la pression de la presse hydraulique, 
n*appauvrit pas le melange gazeux aussi vite qu'on pouvait le craiudre; 
il se forme a la surface du metal un vernis solide qui limite rapidement 
Taction ; TechaufTement du gaz pendant la compression est plus redou- 
table. Malgre oes difficultes, on parvient a augmenter la tension de 
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Tozone dans une forte proportion. Des les premiers coups de piston, le 
tube capillaire devient bleu d*azur; cette coloration s*accentue au fur 
et a mesure qu'on reduit le volume du gaz, et, si la tension de Fozone 
est amenec par la compression a une valeur de plusieurs atmospheres, 
le gaz est bleu indigo et le menisque de mercure, vu a travers le gaz, 
est alorsbleu d'acier. La couleur bleue du gaz devient moins intense et 
le mercure repreud son aspect metallique habitucl lorsqu*on diminue 
la tension de Tozone. 

3. Le melange d'oxygene et d'ozone, conlenant un gaz explosif, doit 
toujoursetrecomprime avec lenteur etrefroidi; car, si Ton ne satisfait 
pas a ces conditions, Tozone se decompose avecdegagement decbaleur 
et de lumiere, et il pent se produire une forte detonation accompagnee 
d*un eclair jaunatre. M. Bertbelot a etabli que la transformation de 
Toxygene en ozone absorbe I4^^^8 par equivalent (0' = ^4^^); I'ozone 
vient done se placer a c6te des gaz explosifs : nos experiences etablissent 
que^ comme eux, ce corps est susceptible d'une brusque decomposition. 

4. On pent d'ailleurs observer plus facilement ces faits nouveaux en 
employant Toxygene qui a traverse lentement a la temperature ordi- 
naire un appareil a effluves; car, si Ton comprime rapidement ce gaz 
dans un tube capillaire place dans de I'eau a 25^, on detruit souvent 
Tozone avec explosion; mais, si ce meme gaz, separe du mercure par 
une colonne d'acide sulfurique, e.^t refroidi a —^3^, I'ozone qu'il 
contient peut etre amene a une lension de 10**" el conserve des heures 
dans ces conditions de temperature et de pression. On constate alors 
presque aussi nettement que dans Texperionce precedente, plus difti- 
cile a realiser, que I'ozone est un gaz d'un beau bleu azur : sa cou- 
leur est en effet assez intense, sa densite etant decuplee, pour que 
nous ayons pu la voir dans un tube de o",ooi de diametre interieur, 
alors que nous operions dans une salie tres pen eclairee du laboratoire 
de 1 Ecole Normale. 

Celle experience est facile a realiser. 

La fig. 6 montre, sans qu*il soit besoin d'insister, la disposition a 
adopter pour remplir d'oxygene ozonise le reservoir de I'appareil de 
Rl. Cailletet (A est une soudure au mastic Golaz). 
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5. II est done etabli que Tozone sous une forte tension est un gaz co- 
lore; mais en est-il de meme de Tozone a la tension de quelques milli- 
metres? La couleur bleue caracterise Tozone aussi surement que son 
odeur, car, a toutes les tensions, on la retrouve en examinant le gaz 
sous une epaisseur suflisante. II suffit, pour la rendre manifeste, d'in- 
terposer entre Toeii et une surface blanche un lube de 2™ de long, tra- 
verse par le courant d'oxygene qui a passe dans Tappareil a effluves de 



Fig. G. 










IVl. Berthelot. La couleur que possede alors le gaz rappelle la couleur 
bleue du ciel : ce bleu est plus ou moins fonce suivantque Toxygene 
a sejourne plus ou moins longtemps dans Kappareil a effluves et qu'il 
est, par suite, plus ou moins ricbe en ozone. Si Ton interrompt Tef- 
fluve, la coloration bleue disparait pen a peu, Foxygene ozonise etant 
remplace par de Toxygene pur. 

L*appareil destine a cette observation est des plus faciles a construire; 
aux deux extrcmites A et B d'un tube de 2™ de long et deo"',oi de dia- 
metre [fig- 7), on sonde deux tubes lateraux; les deux ouvertures du 
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tube sont rermees jiar des lames de verre peu epaisses Diastiqiices au 
mastic Golaz. Le tube soud^ eu A est dispose verticalement; le tube 
soude en B est rclie au tube 'a degagemcnt d'un a|iparGil E de M. Ber- 
thelot, auquci il est sonde au mastic Golaz. 

Un flacon hiveur C, plein d'aciJe sulfuriquc pur, est destine a desse- 
eber le gaz et surtout a juger de la rapidite avec laquelle le couranl 
d'oxygene est adinis dans i'appareil a effluves (une bulle par seconde 
environ). Un lube D, plein de polasse anhydre, aclieve la dessiccation 




de I'oxygene qui provient d'uo sijiparei! a deplaiemenl HH'. Le robt- 
ncl r SB I'erme lorsque Ton inlerrompt I'clectrisation de I'oxygene. Les 
souduies &.f el rfdoivent elre faites au mastic Golaz. 

6. L'observation de la couieur caracterislique de I'uzone nous a 
fait penser que cc gaz devait, comme tous les gaz colores connus, pre- 
senter un spectre d'absorption special. 

L'elude de rette propriete nouvelle a fait I'objet d'un Memoire (') 
<ieju publie par I'uq de nous dans le meme Recueil scientifique. 



I J. CuAPPns, Jinnlei elf I'Ecnlf Normah sii/t^r., a* sSrie, t, XI, p. 1I7-187; 



RECHERCHES SUR L OZONE. 79 

CHAPITRE DEUXifiME. 

LIQtl 6P ACTION DB l'OZONB. 



1. Avant nos experiences sur la liqueraction de Tozone, experieoces 
qui (latent du mois de septembre de Tannee 1880, on n'avait jamais 
essaye de liquefier ce gaz. 

Celte liquefaction presentait cependant un interet considerable, 
puisque, si elle etait possible dans des conditions Ires differentes de 
celles qui delerminent, dans Tappareil de M. Cailletet par exemple, 
celle de I'oxygene, ellc apporlait, a elle seule, un caraclere suffisant 
pour distinguer Toxygene de Tozone et affirmer Texistence toujours 
douteuse de cette combinaison. 

Depuis Pobservation de la couleur de Tozone, la liquefaction de ce 
gaz ennpruntait un nouvel interet a cette propriete, le liquide devant 
etre, selon toute prevision, comme le gaz, fortement colore en bleu. 

La liquefaction devait certainement presenter des difficultes connpa- 
rables a celles que Ton rencontre lors des tentatives de liquefaction des 
gaz reputes pcrmanents; on sait, en eifet, que la liquefaction d'un gaz 
relativement facile a liquefier, I'acide carbonique ou le protoxyde d*a- 
zote par exemple, est singulierement retardee si ce corps est melange 
a un gaz permanent. Or Tozone devait necessairement etre melange a 
Toxygfene que Ton ne pouvait totalement transformer; et comme- le 
retard apporte a la liquefaction par la presence d'un gaz permanent est 
d*autant plus grand que la proportion de ce dernier gaz est plus forte, 
on devait, dans ces essais de liquefaction de Tozone, operer sur un me- 
lange aussi riche que possible en oxygfene modifie. 

2. Le dispositif experimental precedemment decrit (p. 74) et qui 
avait ete employe a Tobservation de la couleur du gaz, a ete aussi mis 
en usage dans nos essais de liquefaction. 

Le melange prepare dans ces conditions contient assez d'ozone poor 
qu'on observe un epais brouillafd blanc au moment de la detente qui 
succede k une compression de 75**'". II n*est done pas besoin de com- 
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primer I'oxygene ozonise aulant que I'oxygene pur (3oo"") pour 
qu'une brusque detente determine laformaliun momenlanee J'un brouil- 
lard. Une etude comparative eiitre les melanges d'oxygene el d'ozone 
el ceux d'oxygene el d'acide carbonique montre que. dans des uondi- 
lions bien comparahles, la detente doit elre sensiblemenl plus forte 
avec I'ozone qu'avec racidc carbonique pour que Ton commence a 
apei'cevoir un brouillard. L'ozone serait done un peu moins facile a li- 
quefier que I'acide carbonique. 

Ges premiers essais nous donnaicnl atnsi un renseignement precieux, 
niais ils nous conduisaienl pour I'ozone exactement au point oil Ton en 
etait arrive pour Toxyg^ne, a la constatation de ce fait qu'une brusque 
detente determine la formation d'un epais brouillard, signe admis 
romme manifestant un cbangement d'etat du gaz, et plus prubablemenl 
une solidification qu'une liquefaction. 

3. Le but que nous devions nous proposer etail d'oblenir I'ozune a 
Tetal de gouttes liquides.persislantes. 

L'experience precedente fut nspelee en preparanl I'ozone a la basse 
Lempcrature que Ton ubtienl en faisant passer un couranl d'air sec dans 
le clilorure de mothyle. Le gazainsi prepare, tomprime a 2oii*""dans le 
tubecapillaire de I'appareil Cailletet, refroidi a — aS", se colore en bleu 
de plus en plus fonce a mesure qu'on augmente la prcssion, mais ne 
produit pas de liquide visible se distinguant du gaz par un menisquf. 
Si Toil place alors la partie superieure du tube caplllaire dans le 
protoxyde d'azote liquide, I'inlensite de la coloration augmente consi- 
derablemenl dans toute cctte partie, refroidie a —88"; la partie infe- 
rieure du lube etant maintenue a — 23", on pcul juger de la difference 
de nuance et estimer que I'ozone a — Srt" est notablemeni plus colore 
que I'ozone a — aS". L'intensite de la coloration croil done quand la 
temperature s'abaisse. Apres quelques minutes, les temperatures des 
deux portions du tube sonl peu dlfferentesf le gaz parait uniformemenl 
colore en bleu fonce; I'ozone est alors emprisonne dans un vase ferme 
par du mercurc solide, dunl le menisque reste brillant et absolument 
inattaque par Tuzone a cette basse temperature, Dans ces conditions, 
nous nous sommes assuri^s que tc tul5e capillaire ne contient aucune 
goutte de liquide. 
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Ces experiences nous faisaient penser que I'ozone devait elre bleu a 
Tetat liquide; cette conclusion toulefois pouvait paraitre forcee : il no 
suffit pas en effet qu'un gaz devienne plus colore lorsqu'on le refroidit, 
pour qu'on puisse induire qu'il conservera sa couleur en changeant 
d'etat physique ; il est a remarquer cependant que, pour Tacide hypoazo- 
tique par exemple, on constate que la couleur de Tacide liquide et celle 
de sa vapeur different d'autant moins que la temperature est plus basse. 

4. Ainsi, avec les moyens dont nous disposions, nous n'avions pas 
reussi a obtenir la liquefaction par abaissenientde temperature et aug^ 
mentation de pression. Nous ne pouvions non plus accroitre assez la 
proportion d'ozone dans le melange pour diminuer le retard conside- 
rable qu'une forte proportion d'un gaz permanent fait eprouver a la 
liquefaction. 

Nousavons alors cberche a r6soudre le probleme en ajoutant en pro- 
portions variables au melange d*oxygeneet d'ozoneun gaz liquefiable, 
Tacide carbonique. Get artifice nous a permis de constater des faits 
interessants. 

La compression, dans un tube capillaire maintenu ^ — 23^ par du 
chlorure de methyle, d'un melange d'acide carbonique et d'oxygene 
ozonise a tres basse temperature, donne des resultats analogues a ceux 
qu'on observe avec les melanges de plusieursgazliquefiables, mais qui 
empruntent ici a la coloration de Tozone une nettete parfaite. 

Une compression lente permet d'obtenir un liquide se separant du 
gaz par un menisque; ce liquide n'est pas incolore, comme Test habi- 
tuellement Tacide carbonique liquide; il est franchement bleu : sa 
nuance ne parait pas differer de celle du gaz qui le surmonte. 

Cest la un etat stable qui persisle tant que les gaz reslent sous pres- 
sion. Si Ton vie^ a detendre legerement les gaz et a les comprimer 
immediatement, on voit au-dessus du mercure une colonne liquide 
bleu d'azur, beaucoup plus coloree que le gaz. 

Le froidde la detente a determine un nuage abondant, forme d'acide 
carbonique et d'ozone liquides ou solides, car ces corps sont alors 
refroidis a une temperature probablement inferieure a leur point cri- 
tique, et Tacide carbonique liquide produit en abondance par la com- 
pression recueille une parlie de cet ozone. 

Ann. de i'Ec, Normale, 3* Serie. Tome i. — Mars i883. ■ I 
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Ce qui prouve queles chosesse passenl ainsi, e'esl que la colorahon 
du liquidc diminue el que le liquide et le gaz reprennent, en quelques 
minutes, la meme nuance. L'ozone recueilli tout d'abord par Tacide 
carbonique liquide se diffuse, Talmosphere du tube ne contenant pas 
la vapeur d'ozone a Tetat de saturation. 

De meme que la compression d'un melange d'oxygene, d'acide car- 
bouique et de proloxyde d'azote donne un liquide mixte, forme des 
deux gaz liquefies, celle d'un melange d'oxygene, d'acide carbo- 
nique et d'ozone donne un liquide mixte contenant de Tozone liquc- 
fie; c'est cet ozone qui colore en bleu le liquide obtenu dans nos expe- 
riences. 

Ces fails, observes en novembre i88o, ne furent confirmes que par nos 
dernieres experiences, qui datenl de mai 1882, et nous n'eumes ricn 
a cette epoque a modifier a nos premieres conclusions, formulces dans 
les termes suivants : 

€ Ces fails permettcnt deprevoirque ronobtiendraitrozoneengoultes 
liquides, en comprimant a Ires basse temperature le melange d'ozone 
et d'oxygene, prepare a — 88"^, donl la teneur en ozone s'eleve, d'apres 
nos experiences, a plus de 5o pour 100, et que dans ces conditions 
on aurait un liquide bleu tres fonce. » 

5. Les experiences de liquefaction de Tozone en presence de Tacide 
carbonique tirent encore un certain interet des considerations sui- 
vantes : 

Les colorations ont deja ete employees en Cliimie pour resoudre des 
questions controversees : il sufTit de citer les experiences de H. Saintc- 
Claire Deville sur la dissociation du perchlorure de pbospliore et de 
I'iodurc de mercure. La coloration de I ozone a I'elat liquide et a Telat 
gazeux permet de constaler que les produits de decomposition de 
Tacide carbonique par Teffluve contiennent une forte proportion 
d'ozone : il suifil pour cela de les comprimer, ce qu'on realise facilc- 
ment en transformant le reservoir du tube Caillelet en appareil a 
effluves dans lequel Tacide carbonique est soumis a des decharges 
electriques, pendant plusieurs heures, avant d'etre comprime. La com- 
pression du gaz refroidi a — 23"* donne un gaz aussi colore que le com- 
porte la teneur en ozone indiquee par M. Berthelot, el, pour une 
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certaine pression, Tacide carbonique qui n*a pas ele decompose se 
liquefie et se colore en bleu. 

On elablit done ainsi, sans Tinlervention d*aucun reactif, la forte 
teneur en ozone de Toxygene provenant de la decomposition deTacide 
carbonique. Celte conclusion est d'ailleurs conforme a Tune des hypo- 
theses formulees par M. Berthelot sur la nature du produit oxydant 
forme aux depens de Tacide carbonique, par les decharges elec- 
Iriques. 

6. Malgre les resultats incomplets obtenus dans nos tentatives de 
liquefaction de Tozone, ces essais ne furent renouveles que dix-huit 
mois plus tard. 

M. Cailletet faisail a cette epoque, au laboratoire de I'Ecole Nor- 
male, des essais dont le but etait d'obtenir Toxygene a Tetat de gouttes 
liquides persislantes (*). 

Tons les chimistes et physiciens admis au Laboraloire de M. Debray 
assistaient a ces essais qui, de Tavis de tous, devaient conduire rapi- 
dement a la solution du probleme,* tant il etait manifesto que les 
resultats obtenus se perfectionnaient davantage a chaque tentative. 
M. Wroblewski y assistait, lui qui devait un an plus tard obtenir le 
resultat detinitif dont M. Cailletet avait tant approche; nousyassistions 
et nous y primes cette conviction que la liquefaction de Tozone serait 
possible dans les conditions ou celle de Toxygene echappait k peine. 

M. Cailletet mit a noire disposition les appareils installes pour la 
liquefaction de rcthylcne, ainsi que tout le dispositif employe par lui 
pour la liquefaction des gaz permanents. 

II nous a suffi, pour obtenir la liquefaction complete de Tozone, de 
comprimer a i25*^™ environ un melange d'oxygene et d'ozone contenu 
dans Teprouvette de Tappareil de M. Cailletet, cprouvette terminee par 
un tube capillaire recourbe a sa partie superieure, ce qui a permis de 
plonger la branche descendante dans un jet d'ethylene liquide et d'en 
abaisser la temperature probablement au-dessous de — loo''. Lorsqu'on 



( * ) Cailletet, Comptes rcndus des seances de I' Academic des Sciences, t. XCIV, p. iaa4 ; 
1882. — Wroblewski, Comptes rendus des seances de I' Academic des Sciences, t. XCIV, 
p. 1 140, et I. XCVU, p. 439; i883. 
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opere avecun gaznecontenantpasplusde lopour loo d' ozone en poids, 
le gaz comprime a i^iS**™ n'esl pas sensiblcment colore dans la branche 
ascendante, tandis que In coloration bleue est tres nelte dans tonte la 
portion refroidie du tube capillaire. 

Cette coloration lient-elle a la presence d'un liquide inixte forme 
d'ozone et d'oxygene, ou a celle d'une couchc mince d'ozone liquide 
sur les parois interieures du tube capillaire? I/absence d'un meni$que 
bien net laisse cette question indecise; nous avons note cependant, 
en faveur de la premiere hypotbese, que la coloration n'est pas plus 
intense dans le bas que dans le haut du tube refroidi, et qu*une detente 
brusque ne determine pas la formation du brouillard, qui, dans les 
experiences de M. Cailletet, indique si bien le passage de Tetat gazeux 
a Tetat liquide. 

Le tube devient instantanement incolore, par suite de la detente, et 
il contient dans la partie einiee qui le termine une goutte liquide d'un 
bleu indigo fence; Tozone contenu dans le melange gazeux est presque 
totalement condense dans la partie declive, car unc nouvelle compres- 
sion a i5o'*" ne communique plus au tube refroidi de coloration ap- 
preciable. 

Une fois Tozone liquefie dans le tube capillaire, il conserve cet etat 
assez longtemps, meme sous la pression atmospberique, pour qu'on 
puisse I'examiner soit au travers de Tetbylene liquide, soit en retirani 
un instant de ce liquide le tube refroidi. Le liquide bleu fence diminue 
peu a pen de volume. • 

Nous avons pu le conserver pres de trenle minutes sous une pression 
de 75^''" seulement ; la vaporisation de I'ozone est assez lente, sa diffu- 
sion assez rapide, pour que le gaz paraisse incolore au-dessus du liquide 
presque noir; ce n'est qu'au moment ou les dernieres traces du liquide 
disparaissent que Ton constate que la vaporisation du liquide donne 
naissance a un gaz bleu d'azur. La vaporisation de Tozone liquide 
ramenerait le systeme dans son etat initial si Tozone n'etait pas decom- 
pose lentement par le mercure employe a comprimer les gaz. 
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Dans un Memoire recemment publie por rAcademie imperiale de 
Saint-Petersbourg et inlilule : Beitrag zur Integration der Differential- 
gleichungen der Slorungstheorie, 7* seric, t. XXXI, n° 4, j'ai consider^ 
une classc d*equa(ions differentielles dii second ordre qui jouent un 
rdle important dans les recherches sur la theorie des perturbations, 
ct en particulier dans celles de M. Gylden. Lc type general de ces 
equations etait le systeme simultane des n equations 

k 

oil les PJJ' designent des fonctions entieres des n variables a?,, .... x„, el 
les W^^^ sont des series trigonometriques d'un nombre certain d'angles 
croissant proportionnellement au temps /. Dans les cas ou les integrates 
peuvent etre representees sous forme periodique et par des series tou- 
jours convergentes, on etait parvenu au resullat suivant : les arguments 
des series integrates se composent des arguments qui se trouvaient deja 
dans les fonctions ^J/'et d*autant d*arguments nouveaux, en generaU 
que Ton a d*equations diiTerentielles dans le systeme propose (r). En 
outre, on a donnc, dans le Memoire mentionne, pour le cas indique« 
une methode Ires simple, par laquelle on sera capable d'etablir les 
integrales elles-memes. 
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Comme il est deja (lit, on a obtenu ces resultats en supposant 
i'existence des inlegrales el sans entrer dans la discussion des condi- 
tions de convergence. A Texception du cas oil le sysleme (i) est 
lincaire, la question de convergence semble si difficile, dans Petal 
acluel de rAnaiyso, et noire connaissance des inlegrales si imparfaite, 
que les resultals oblenus ne doivent pas elre sans interet. 

Les equalions differentielles du probleme des trois corps etanl, 
comme on le sail, d*une nature encore plus compliquee que le sys- 
leme (i), la question de la forme des inlegrales, et en parliculier celle 
du nombre des arguments, n'esl point jusqu'ici resolue d*une maniere 
decisive; je dois done croire que Tessai suivant, oil Ton donnera une 
metbode pour irouver la forme des inlegrales el etablir leurs expres- 
sions analyliques dans un cas Ires important, ne sera pas tout a fail 
superflu. 

En conscrvant les notations usiielles, les equalions difTerentielles des 
mouvements relatifs des masses m et m! autour de la masse M sont les 
suivantes : 

T — H 7 = m\r' ( — rr I 

J d^:r' ,/M -\-m' m\ / i i\ 

et ainsi de suite pour les coordonneesj, y et z, z; r, r' et A designent 
ici les distances mutuelles de M a m, de M a m' el de m a m' respecli- 
vemenl. 

On voit done, par la forme des equations (2), que la determination 
des coordonnees rectangulaires, les expressions de r, r', A etanl trou- 
vees sous la forme de series purement trigonomelriques, conduira a 
rintegralion d*un sysleme simullane lineaire. Mais, le dernier pro- 
bleme devanl elre considere comme relativement plus simple, le pro- 
bleme principal sera la determination des quantites r, / et A comme 
functions du temps et nous nous en occuperons specialement dans la 
presente Communication. 

D*abord, on sail que Ton n*aura que neuf constantes d'inlegralion 
independantes dans les expressions analytiques des distances mutuelles, 
tandis que le probleme complel en aura douze. 

En effcl, en supposant connues les expressions de r, r' et A sous la 
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forme de series trigonometriques, on doit les substituer dans les equa- 
tions {2). On aura alors pour la delernoination de x et x' un systeme 
lineaire simultane de la forme 

*, *', W et W etanl des series trigonometriques. En designant par N/ 
un argument quelconque de ces series, on en conclut, comme il est 
montre dans le Memoire mentionne> qu'un terme quelconque dans les 
expressions integrales de x et de x' sera de la forme 

a|x^ cos(«y -hN)^ -Ha^^ sin(wo -hN)/ -I . . . 
-f- a' vn cos ( w'o 4- N ) / -t- a' V,;, sin ( w © -h N ) /, 

oil /lo/ et n'j sont deux arguments, en general nouveaux, introduils 
par rintegralion, et a, a, a', a' designent les quatre arbitraires. Pour 
J, yet z, z' on aura des expressions semblables, que Ton deduira de 
celles de .r, x\ en rempla^ant les a, a, a', a' par 6, jS, &', j3' et par c, 
7, c\ 7' respectivemenl. Les coefGcients /x^, ... restent les memes 
pour une valeur donnee de N. Maintenant, en considerant les arbi- 
traires a, b, c, a\ ... comme les douze constantes d*integration du pro- 
bleme complet, et si Ton forme de nouveau, k Taide des expressions 
ainsi obtenues, les expressions pour r, / et A par substitution dans les 
formules 

^^^ I y^={a: - X' )^-^{y -yy-h {z - z')^, 

on verra qu*il n'y entrera que les fonctions suivantes de ces con- 
stantes : 

E = aoL 4- b^ -Hcy, H =ia'a -{- //p -he' 7, 
F z= aa' -{- bb' -h cc\ K^zzoltl' -h ??' hw', 

G:r:iaa'-h6p' -h C^', L =: a'a' -h Z^' ?' -h c'-;'. 
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a la relation 
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a b c o 


E B H K 




a p Y ^ 


F H C L 




a' b' & o 


G K L D 




a' p' y o 



— o 






dz' , dx , dy , dz 

dl dt ^ dt ^ dt' 



entro ces fonclions, on n*aura recllemcnt que ncuf constantes indepen- 
dantes d*integration dans les expressions des distances mutuelles. 

En cberchant les equations diflerentielles qui determineront les 
quanlites demandees r, f et A, nous serons obliges d*introduire une 
variable auxiliaire q^ laquelle sera definie par Fcqualion 

dy^ 
dt ' ' dt '^ 

d'oii Ton tire par differentiation, et en substituant pour -^> "dt** " 
leurs valeurs donnecs par les equations fondamentaies 

(4) { -i- m (Jr, - ^^ {r^ + ^* - r'*) 

Nous obliendrons encore trois equations differcntielles en difleren- 
liant trois fois les relations (3) et en nous servant aussi dcs equations 
Tondamentales (a) pour avoir les valeurs des quantites 



m 



d'x d*x- cPy 



dt^ dt'' 



dt^ 



d^.r' 
'~dF 



. . . , 



'd^ 



En introduisant pour plus de concision les notations suivantes 



I 

A» 

I 



.'3 



.'3 



A«— r'* 



ar* 



'^, 






* 



A» ""*' 



J [ _ A 



I 



-i -+- 71 ^ ¥, 



r'» H- r« - A« 



ir 



li 






^*', 



r'» -h A» 



ar 



/t 



1- U^^ 



-.- .. ^••, 



I 
A* 4- r'» 



I 

^3 



-ll^r. 



— r' 



2A» 

A»-i- r« 
aA* 



— r 



/t 



ft. 
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on aura de la maniere indiquee 



dt^ dt 






-+-m' -T- (2(p-- 36') -+-mV/<p = o, 



(5) 



dt 



4- m -^ (—24' — 36) -f-/w^4/=io, 



f -^ H 2MeM H- M -;j7 (— 26 — 3*) 



dt"^ dt \ A» / ^^ 

M ^ (2O — 3U^") -+- M7O -^. 

Dans ce qui suit nous ne ferons pas usage dc Tequation (4) sous la 
forme presente. On verra plus tard qu'il vaudra mieux introduire une 
nouvelle equation en la diflerenlianl. Ainsi Tequation 

"^^4-^ (— m'9-t-m4/-t-M0 — 3M*' 4-3m4») 

(0) { "^T^( w'5 — /7I4/-I-M0 — 3m'r-h3M^') 

dl^ 
-^ -y-i ( w'9 4-/?n}/ — MO — 3wB' H-3m'6):=ro, 
at' 

jointe aux equations (5), conslituera le systeme simultane, dont Tin- 
legration nous fournira les expressions des quantites r, f el A. Ce sys- 
leme, eiant du onzieme ordre, donnerait naissance a onze arbitraires 
d'integralion; nous savonsque le nombre d*arbilraires independantes 
doit etre neuf. Alors nous aurons deux relations entre les onze arbi- 
traires inlroduiles par I'integration du systeme (5) et (6). On indi- 
quera, a la fin de ce Memoire, comment on pent obtenir les deux 
relations demandees. 

Les equations (4) et (5) sont essentiellement les mernes qu'a eta- 
blies Lagrange dans son celebre Memoire Essai sur le probleme des 
trois corps {CEuvres, edition Serret, t. VI). Jusqu'a ce point le grand 
geometre a conserve la symetrie entre les trois masses M, m et m\ 

Jnn, de i' Ec. Normnle, 3* Serie. Tome I. — Mabs iK84- '^ 
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Mais, a la fin de son Meinoire, en passant a Tintegration de ses equa- 
tions, il abandonne la symelrie. En ne considcrant que le cas oil Tun 
des trois corps est tres eloigne des deux aulres, et en particulier ee 
cas : le Soleil, la Terre, la Lune, il effeclue Tinlegralion, en deux 
approximations, par la substitution d'une serie de coefficients inde- 
lermines. II est done ciair que ces resullals, quant aux approxima- 
tions suivantes, ne peuvenl elre decisifs. 

En nous proposant le probleme indique plus haul, nouschercherons 
surtout a conserver la sy metric qui doit exister entre les trois corps. 
II suit de la que nous n'avons pas en vue de donner la methode qui 
serait la plus convenahle dans des applications numeriques. Notre but 
principal sera, en effel, de monlrer comment on est capable, theori- 
quement, par les moyens acluels de I'Analyse, de Irouver dans un cas 
remarquable la vraie forme analytique des expressions des distances 
mutuelles des trois masses. 

Les methodes connues dans la theorie des perturbations reposent 
sur les suppositions suivantes : 

1° Les excentricites des orbitos des ujasses m et ml autour de la 
masse M sont assez petites; 

2^ Le rapport — doit elre conslammenl ou < i ou > i; 

3*^ L'inclinaison nuiluelle des deux orbiles ne surpasse pas une 
cerlainc limile superieuie. D'ailleurs, dans le cas actuel du sysleme 
solaire, les masses m et m' sont Ires petiles. 

Nous essayerons de formulcr ces conditions d'une maniere syme- 
Irique par rapport aux trois corps. 

Quant a la condilion i°, on voit d'ahord qu'elle s'exprime analyti- 
quement en posant 

a, a' elant deux consUinles et p, p' designant deux quanliles qui 
restenl loujours des fractions pures. 

Pour la iroisieme distance A, on peut errire, comme on le sait, 

b}— /'-h /•'-— si/v'cosH — (/^-f- /•'*) i\ — ^'^ ^^ cosln, 
en designant par H Tangle compris entre r et r\ Done, si Ton a, comme 
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r r' 

le (lit la condition 2**, ou - > i ou - > i, on aura de meme 



2/t' 



On pent done, a la condition 2°, subslituer la suivante : 

oil la valeur numerique de la fonction J reste toujours une fraction 
pure; par rf, nous avons designe une constanle. 

Par cette raison, notre probleme sera surtout restreint aux cas ou 
Ton pent poser 

( '•' =«* (»-Hp), 

les modules des quantites p, p' et J restant toujours, c'esl-a-dire pour 
toute valeur fmie de /, Aes^ fractions pares . 

Ces conditions sonl remplies, par exemple, dans les cas du Soleil, 
des huit planetes principales et des satellites. Ainsi, dans le cas 

Soleil-Torre-Lune, 

les trois quanliles p, p' et J conservent toujours de Ires petites valeurs 
numeriques. Mais le cas le plus frequent est que J a une valeur plus 
considerable que p, p'. Mais on se convaincra facilement toutefois que 
i reste toujours une fraction pure. Ainsi, pour Jupiter et Saturne, par 
exemple, on a, en negligeant les excentricites, 

= o,8/|roslI, 
et ainsi de suite. 

II suitde la que notre methode, qui se fondera sur ledeveloppement 
suivant les puissances des quantites |0, p et d, ne sera convenable, pour 
le calcul numerique, que dans la minorite des cas du systeme solaire. 
Mais il faut observer que nous n'avons pas en vue, pour le moment, de 
donner une telle methode. 

Maintenani, en substituant pour r, r' et A les expressions (7) dans 
les parentheses des equations (5) et (6), ces parentheses se changeront 
en des series suivant les puissances enlieres et positives des quan- 
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liles jO, p' et J. Dans ces developpemenls, nous separerons par des 
notations distinctes ies termes constanls des tcrmes ne renfermant que 

les puissances des p, p' et J. Ainsi le coefficient de -rr dans la premiere 

des equations (5), par exemple, sera designe par a, — U,, ou a, est la 
partie constante 

M-f-m , / I I \ 



a' 



2 m' 



el U^ la sornme des puissances de p, p' et J, 

et ainsi de suite. 

Au lieu des equations (4) et (5), on pourra done ecrire 

-diF -+-(^«-U,)^+(P,-U,)^4-(Yi-V0-5^-+-(e.-Q.).y = o, 

__+(a._U.)-^+(P.-U',)^+(Tf.-V,)^ + (e,-Q.)? = o. 



:=iO. 



Ici les U, U', V el Q sont des series suivant les puissances des p, p' et J, 
mais sans termes constants. Les a, j3, y et £ designent les termes con- 
stanls des developpemenls correspondants. 
De plus, nous poserons 

dr^ dr'* , d\* 

dt * dt ' dt 

Done, apres avoir determine les quanliles u^ u' et (^ comme fonctions 
du temps, nous aurons, par integration, 

/ r' = a* -\- f u dt, 
(8) I r'^=a'*'-\-fu'dt, 

A» =d^ -^ fv dt. 
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a^, a'^ el d} etaDt ainsi les arbilraires introduites par r'mtegration 
indiquee. On aura done aussi, eu egard a (7), ' 



P —-ziS^^^^ 



a 



(9) 



P 










= ^/^-/^ 



Enfin nous introduirons, par analogie avec les principes enonces dans 
Ic Memoire deja mentionne, un nombre de constantes prealablement 
indeterminees, 

Aq, jJ-o, Vq, Xq, At, JX|, V|, Ti, A|, |Xj, .... 

Nos equations prennent done la forme suivante : 



(10) 









d}u^ 
dt^ 



d^ 
dF 



(Uo— Xo)«-+-(u;-ixo 

(a, —X,)w -+-(?, — H-i 
(as — X3)mH-03 — [I3 



T0<7 



•Co^, 



-+-(£1 —'^i)f/ 
(Qi-^i)^, 



"'-+-(Vo-Vo) 
"'-+-(Yi —^1) 

«'-^(Y3 — ^a)<'-+-(s3 — -Ca)^ 

W'-+-(V3 — V3)t^4-(Q3— -3)7. 






Nous obtiendrons les integrales de ces equations par une suite 
d'operations successives, niai^ nous ne demanderons pas des deve- 
loppements suivant les puissances de deux des masses, par exemplem 
et m'. Les trois masses entrant dans les equations differentielles d*une 
maniere symetrique, et en ayant egard au probleme des deux corps, 
oil Ton developpe suivant les puissances de Pexcentricite, c*est-a-dire 
d'une arbilraire d'inlegration, nous deveiopperons done suivant les 
puissances de quatre quantites v], r}\ k et^', qui s'introduiront comme 
constantes d*integration^ en supposant pour elles-memes de telles 
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valeurs nuineriques que les series obtenues seront convergentes pour 
loute valeur de t. 
Nous verroDS, de plus, que les quantites 

sont en general des series purement trigonometriques eontenant quatre 
argunrients distincls, que nous designerons par 

^t -h to = Cfj, 

71, 7;', CO, &)' etant les qualre arbitraires restanles du probleme. Chaque 
terme dont Targumenl est 



m\ zn i' w^ ± y w, zh f w,,. 



I, i', y,/elant des nombres entiers posiiifs, aura comme facteur la 
quantite 



'-''A'A-^ 



Done nous dirons que le terme est de Vordre 






La premiere approximation nous fournira les termcs du premier 
ordre; de meme la seconde nous donnera ceux du deuxieme ordre, 
et ainsi de suite. 

Quant aiix quantites n, n\ v et v\ elles sont des sommes de termes 
constants, qui sont tons d'un ordre pair, Ainsi, la deuxieme approxi- 
mation ne corrigera pas les valeurs obtenues pour ces quantites par la 
premiere; de m6me, la quatri^me conservera les valeurs de la troi- 
sieme, et ainsi de suite, de sorte que Ton pourra eflectuer deux approxi- 
mations consecutives avec les memes valeurs des arguments, ce qui 
sera d'une grande importance dans la pratique. 

Enfin, les constantes d*integration etant les onze quantites designees 
par 

rt*, a'*, d}, T,, t/, a*, k\ IT, ir', o), w', 
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nous savons, comme nous Tavons mis en evidence ci-dessus, que Ton 
aura deux relalions entre ces arbitraires et les masses. 

Maintenant supposons que nous ayons trouve un systfeme de va- 
leurs approximatives pour les quantites u, u\ {^ eiq. A Taide des for- 
mules (9), nous calculerons* par la substitution de ces valeurs, les 
seconds membres des equations (10). Ces equations prendront done la 
forme suivante : 



1^ 



-\- u(aQ — Xo) -f- m'Oo — l^o) -+- <'(7o — ''0) — "^0 



— T 



('•^) ( 



fPu 



^1 ) H- w'( ?i — H-1 ) -H ^'(Ti — ^1 ) -+- 7(^1 — "^1 ) = T„, 



d^u' 







T^, T„, T|,/, T., designant des fonclions explicites du temps et ne conle- 
nanl, ce que nous verrons plus lard, que des termes periodiques. Nous 
obtiendrons done une nouvelle approximation* en integrant le sys- 
teme (12) par les metbodes connues. II faut alors, comme on le sait 
bien, que Ton integre d'abord les memes equations en supposant nulles 
les quantiies T. Pour cela, nous aurons a resoudre Tequation suivante 



en w : 



(i3) 



iV 



*0 



£, — Ti iV 



-1 •! 



^0 — ^0 

a, — X, 

aj — Xj iv 

a, — Xs 



?0 H-0 


Yo 


Pi V-i 


Yi 


Pi-H^i 


Y2 


Pj !Aj 


«' -^ Ys 



V. 



— O. 



Dans le cas suppose, les racines de cette equation seront rcelles et 
negatives, savoir — n}, — n'^, — v*, — v'^, ce qui nous fournira des 
valeurs approcbees pour ces constantes, lesquellesdelerminent, par les 
formules(i i), nosquatre arguments w^, w^, w^^ Wj^. 

Cependant, en integrant le systeme (12), qui est un systeme d'cqua- 
tions lineaires a coefficients constants, tout terme dans les quantites T, 
qui aurait un argument de la forme 



nt, n' t^ v/ ou '*' t 
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donnera naissance a des termes seculaires dans les inlegrales. Cest pour 
eviter cet inconvenieDt, qui n'est pas, en general, fonde dans la nature 
du probleme, que nous avons introduit ies conslantes indeterminees X, 
[If V etr. En effet, on pourra toujours determiner ces constantes d'une 
maniere telle, que les termes indiques dans les fonctions T se detrui- 
sent. De plus, il faut remarquer, que les T et aussi les quantites ^, u, 
u' etVf ne contiendront pas de termes constants, d'oii il suit, eu egard 
aux equations (8) et (9), qu'il n*y aura pas des termes seculaires dans 
les expressions des distances mutuelles des trois masses. 
La premiere approximation s'ohtient en faisant 



.= p'^^ = o 



dans les equations (10), ce qui revient a supposer des valeurs con- 
stantes pour les quantites r, r' et A. Nous aurons dans (12) toutes les 
quantites T egales a zero. De meme, on a, dans celte approximation 
comme dans la suivante : 

Ay ^n^ /j i^ Aj :=i^ Aj i^i JXq = . . . zii "3 i^: f>, 

Ayant resolu dans celte supposition Tequalion (i3), nous obliendrons 
pour y, u, u' et v des expressions de la forme suivante : 

/ ^ zz: T,y sinn'i -I- r^Q sin«', -i- Ao siiur, n- k' sinir^, 
^ I u —-- T, sintr, -\- r/, sint^j -f- k^ siriir, -\- k\ sirur^, 

' m'^ T,j siiiu'i -h r/ siniT'j H- A J sinirj -t- k\ sintr^, 
V z=. T,3 sintrj H- t/j sincvj -f- k sintr, -f- A-', sinir^, 

)7, yj', ^, ^' designant quatre arbilraires d'integration. Les quatre arbi-. 
iraires restantes entrent dans les arguments iv,, <^2, w^^ w,^ de la ma- 
niere indiquee par les formules (11). Quant aux aulres coefficients, on 
a designe par >3o, vj^. >Ja des quantites de Tordre yj; les Vo« >?'«» vj'j con- 
tienneut le facteur r/, et ainsi de suite. En outre, ces coefficients s'ob- 
tiennent d'une maniere bien connue par les valeurs que prennent les 
determinants mineurs de (i3) par les substitutions successives 

Mais, comme nous n'avons ici qu'a donner un aper^u court de notre me- 
tbode, il semble supertlu d'entrer dans des details. 



/ 
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Atin (robtenir une seconde approximation, nous calcuierons les pro- 
duils Uw, ... a I'aide des expressions (i4); on ne doit y avoir egard 
qu' 2iux premieres puissances des quanliles p, p' et (J. En remarquant que 

i'on a jO = -^fudif ..., on volt que les fonclions U, V\ V et Q pren- 

dront la forme 

a COS«i -f- P C0S«', H- Y COSii'j 4- S costly. 

de sorte que les seconds membres des equations (1:2) seront composes 
de termes qui ne contiennent que des sinus des angles 

aii'i, 2Wj, 2ii'3, 2(r4, 
«'i 4- «'i, i»j H- i^j, M^•^ H- Wj, . . . , wp', — «,, . . . , 

el les coefficients de ces termes seront du deuxieme ordre. 

Puis, en effectuant de nouveau Tintegration, on aura pour lesy, w, u! 
et V de nouvelles expression's, qui ne differeront des formules (i4) que 
par des termes du deuxieme ordre. Ainsi, en designant par [>3^]. ••. 
[yjYj'Jt .- des quantites de Tordre yj*... vjyj'... respectivement, on aura, 
par exemjple, pour q une valeur de la forme 

^=i7joSin«'i -\- r^'^ sin«', 4- AoSinw', -h k' sinw^ 

-h [t,*] sinan', -4- [t/*] sinQW'j -t-. . .4- [■^T/]sin(«', 4- ir,) 
4- [t,7j'] sin(iv, — w^) 4- [tjA] sin(tr, 4- «•,) -h 

En outre, il suit des formules (9) el (8) que les valeurs eorrigees 
des p^ p' el 5, ainsi que des r', r^ et A^, seront des series semblables, 
mais qui ne contiendront que les cosiniisdes memes angles. 

La troisieme approximation se trouvera d'une maniere semblable, 
mais nous aurons besoin de determiner, pour la premiere fois, des 
valeurs convenables pour les constantes X, |x, .... 

A Taide des expressions deja oblenues pour les quantites p, p', 5, q, 
u, w'etr, eten nous reslreignant aux termes du troisieme ordre, nous 
calcuierons de nouveau les sommes 

. U/w4-UiM'4- V/i'4-Q/<7 (1 = 0, I, 2, 3; Qo :z=o), 

qui se trouvent dans les seconds membres des equations (10). 

Done nous obtiendrons pour ces sommes des expressions de la forme 

Ann.de VEc, Nonnale. 3** Serie. Tome I. -— Mabs i88.{. i3 
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suivanle : 

U,-//-t-U;./^'-hV,P-f Q,7 

oil les coefficients [2]. p et [3]«,p,Y sont des quanliles du deuxifeme el 
du Iroisieme ordre respectivement. Dans la sommc wp^a— ^^p — ^y> ^^ 
telles combinaisons qui se reduisent a un des angles wp',, iV2, i^zj «^4 
doivent elre rejetees. De plus, les coefficienls //, /n,, n,- et ti sont, 
comme on peul s'en convaincre aisement, du deuxieme ordre. 

Mais, comme on aura aussi, par la substitution de la deuxieme 
approximation, 

-4- O^ik'i -+- [A, A-j H- V, A^ -i- T/Ao) sinwP'j -f- (X^Aj -}- (X/A'j 4- v/A'j 4- t, A*') sintrj 
-t- > [4]«,?sin(i^r',±: n>), 

oil les [4]a,^ seront composes de quanliles du deuxieme ordre et des 
^/» ^> .«.» qui sonl effeclivement, comme nous le verrons, du meme 
ordre, de sortequc les [4]a,^designeront des coefficients du quatrieme 
ordre, on doit rejeler ces termes dans la presente approximation. 

II fautsurtoutremarquerque Ton pourra determiner les conslantesX/, 
fj^if v/ et Ti de telle maniere, que les termes contenant sinMP^,, sinw^a* 
sin^Vg, sin^P4 dans Texpression 

c'est-a-dire dans les seconds mcmbres des equations (lo), se delruisent. 
En effet, il ne faut pour cela que determiner ces constantes par resolu- 
tion du systcme lineaire, 

, . , >^/"^i H- !A|T/ 4- v^t/j 4- '^i-n'^ — m/Tj', 

h^i -+• V-if^t 4- V, A' 4- T/A'o — mky 
lik\ 4- (A/A^j 4- V, A-j 4- 'ik' — tik\ ^ 

pour / = o, I, a, 3. I\]ais^ comme la premiere de ces equations est 



d£termi\atio> np.s distasces mi"tuei-i.es dass le rnoBL. des thois corps. 
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(livisihle par ri, la seconde par 75', et ainsi (le suite, on volt que les X,-, 
iii, ... seront du inomfi ordre en general que les /,-, m,-, ..., c'est-a-dire 
du deuxieme, comme nous I'avons dejii dil ci-dessus. 

Apres avoir determine les ).,-, fi,. ... des equations (i5), les equa- 
tions (10) prennent la forme (12), oil les T ne contlennent pas de 

lermes conslanls ni de ternies en sinir,, sintfa Alops on pent 

eCfectuer I'iiitegration, apres avoir resolii I'equalion (i3) pour noire 
cas. Les integrales ainsi obtenues seronlcomplelesjusqu'aux lermes du 
iroisieme ordre inclusivemenl. QuanI aux quanliles n, n', v et c', qui 
determineni les arguments, elles sont corrigees par des quanliles du 
deuxieme ordre; paree que les T ne eonliennenl aiH'un lerme lonslanl. 
il en sera de meme, comme on le sail, des inlegrales q, u. u' el i\ Ainsi 
on n'aura pas de lermes seculaires dans les expressions pour r, r' el A. 

Mainlenanl ii est facile de comprendre comment se feronl les opera- 
lions suivantcs : on se convaincra aisemenl que Ton pourra eviler con- 
slamment des termes seculaires, et que nos operations nous condulroiil 
ainsi a des integrales rigoureuses. En d'autres termes, s'il est possible 
de developper les inlegrales dessyslenies(G) el (5) en des series trigono- 
inetriques, qui soieni toujours convergentes entre certaines limiles des 
valeurs numeriques des conslantes d'inlegration et des masses, ces 
series auront necessairemenl la forme enoncee ci-dessus. 

Cependant, quoique Ton puisse supposer, en general, que nos devc- 
ioppements sont exacts, les arbitraircs ne depassanl pas certaines 
limiles, on peul imagjner des cas oil ils ne le seraient pas. Ainsi, par 
exemple, si Ton peul determiner les numbres entiers i, i', J elf de 
telle maniere que la somme 



soil exaclement egale a zero, nous oblicndrons dans les valeurs de u, 
«', ... des termes constants, ce qui conduira a des lermes seculaires 
dans les distances mutuelles. 

Mais cela n'est possible que pour des valeurs Ires particulieres des 
masses et des constanles d'integration. En elles-memes, les quanliles «. 
n', V et v' n'ont pas, en general, de telles valeurs. 

Nous aureus une idee de ces quanlites en resolvant I'equation (i3). 
Mais, comme les approximations successives ne changent leurs valeurs 
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que (le quantites d'un ordrc sup^rieur, ii suffit d'y supposer \es quan- 
tiles X/, fX/, v, el t,- egales a zero. On voit done que Ton peut prendre 

!v =r /I -h /l' -+- <T, 

oil les quantites cr et a' sont, en general, difTerentes Tune de Tautre. 
En outre, ces quantites ont la propriete dc s'evanouir quand on sup- 
pose M = o, m = o ou M = o, /7i'= o, ou entin m = o, m'— o, de 
sorte qu'elles seront, dans ie cas actuel du systeme solaire, de Tordre 
des masses m et m'. 

II nous restera done a determiner les deux relations qui doivent se 
trouver enlre les onze constantes d'inlegralion. Pour eela nous remar- 
quons d'abord que Tequation (4) doit etre satisfaite. Cette condition 
impliquant, en effet, que Ton n'aura pas de terme constant dans Tex- 

pression de ^j nous fournira une relation entre les onze arbitraires 
ou, a vrai dire, entre les sept constantes 

a, a', d, T), t/, k, k'. 

Ainsi on a, par exemple, dans la premiere approximation. 



M 



(a«Va--rf>)(^-^)4-/n(a^-^^«--a-)(i3-i,) 



et ainsi de suite. 

Mais il faut que Ton ait encore une relation. L'equation qui nous 
la donnera est bien connue. Elle exprime la quanlite q a Taide de r, 
r\ A, et leurs quotients differentiels du premier et du second ordre. 
Lagrange a le premier donne cette equation dans le Memoiredeja cite; 
elle y porte la lettre (N). Mais, comme cette equation est bien com- 
pliquee, nous nous bornerons a la mentionner ici. 

Le nombre des arguments par lesquels on exprime les distances mu- 
tuelles etant, dans le probleme des deux corps, egal a i , dans celui des 
trois corps egal a l\, on peut se convaincre que ce nombre, dans le cas 
general de n corps, sera egal a (n — i)^. De plus, on peut remarquer 
qu'il en est de memc dans le cas oil la loi d'atlraclion f[r) est autre 
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que la )oi newtonienne et que notre methode est applicable aussi a ce 
cas plus general. 

Enfin on sail, par les recherches bien connues de Lagrange et de 
Laplace sur les variations seculaires des exccntricites et dcs inclinai- 
sons mutuelles, eu egard aux termes des premiers ordres par rapport 
aux masses, que Ton a trouve, dans les expressions pour les rayons 
vecleurs, de certains termes d'une periode tres longue et de coeffi- 
cients considerables, que M. Gylden a nommes eUmentairis. 

A I'aide de Tanalyse precedente, bien que notre methode ne soit 
donnee ici qu*en abrege, on pourra decouvrir sans difliculle la vraie 
nature et Torigine de ces termes. 

Pour fixer les idees, nous ne considererons pour le moment que 
Texpression de la distance r entre les masses M et m. Si Ton avait 
m'= o, on sait que Tprbite de m autour de M serait une ellipse keple- 
rienne. II est clair que nous aurons dans le cas des trois corps, comme 
expression de r, la serie correspondant au mouvement elliptique, plus 
des termes dus a la presence de la troisieme masse m\ 

Dans le cas du sysleme solaire, les masses m et m! elant des fractions 
tres pelites de la masse M, on a cru quelquefois que les termes en rdus 
a Taction de m! devraient avoir des coeflicienls qui seraienl aussi tres 
pelils, ou, comme on s'exprime usuellement, de I'ordre de cette masse 
perlurbatrice. En efiet, il en est ainsi pour la plupart de ces termes; 
mais il se Irouve aussi, dans I'expression complete der, des termes qui 
ne correspondent pas au mouvement keplerien et dont les coefficients 
peuvent etre tres grands, meme pour une valeur exlremement petite 
de m\ Comme nous le verrons, ces termes se divisent naturellement en 
deux classes distinctes. Les uns ont une periode qui est presque egale au 
temps d'une revolution de la planete m\ les autres sont en general d*une 
periode d'autant plus longue que les masses m et m! sont plus pelites. 

En efl'el, en se servant des formules (i6), on aura, dans la fonc- 
tion Tu des equations (12), des termes de la forme 

at sin [(/I ±ii(3±Li' ^')t -\- A], 

oil a sera mulliplie par m\ La methode connue d'integralion du sys- 
teme lineaire (12) nous fournira done pour u un lerme semblable cor- 
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respondant, mais dont le coefficient sera divise par la valeur que prend 
le determinant (i3) en y substituant 

Mais, comme le determinant s'evanouit pour tv = — n^, ce diviseur 
sera du meme ordre que a et (/, c'est-a-dire de Tordre des masses m 
et m'. On voit de plus que le coefficient a sera, en outre, muitiplie par- 
* Tune des quanlites 

r^k, r^k'y r/k, r^'k', .. ., 

de sorte que les termes consideres, qui sont de la premiere classe, 
seront au moins du premier ordre par rapport aux excentricites et a 
I'inclinaison mutuelle des orbites kepleriennes. 

En second lieu, on trouvera dans Tu des termes de la forme 

oil ^ sera muitiplie par m\ A cause des equations (8), on aura dans r^ 
le lerme correspondant 

qui est le caractfere des termes elementaires de la seconde classe. On 
remarque aussi que ces termes auront comme facteurs I'une des quan- 
lites - 

■nri'k, r^ri'k', vAA*', . . ., 

de sorte qu'ils seront au moins du deuxieme ordre par rapport aux 
excentricites et a Tinclinaison mutuelle. 

II faut observer que les termes indiques ont un caractere qui est 
essentiellement different de ceux oil Ton a 



in dt i' n'dLj\ ity' v', 



a peu pres egal a zero pour un rapport presque rationnel entre n et n' 
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L'ACIDE PERAZOTIQUE, 



Par mm. P. HAUTEFEUILLE et J. CHAPPUIS. 



I. — Premieres observations. 

Avant nos recherches sur relectrisation de Tair, on admettait que, 
en evitant I'emploi des fortes tensions electriques, les appareils a et- 
fluves perniettaient de preparer Tozone, en presence de Tazole, sans 
qu'on eut a eraindre la formation d'aucun compose oxy gene de T azote. 

C'etail line erreur; en effel, I'examen oplique, a 1-aide du spectro- 
scope, nous a permis de constater que reieclrisation, a faible tension, 
d'un melange d'oxygene et d'azote parfaitement sec, determine tou- 
jours, ala temperature ordinaire, la formation d'un compose azote, 
non encore signale, caracterise par un tres remarquable spectre d'ab- 
sorption. 

Le spectre observe, en interposant entre le spectroscope el une 
source de lumiere blancbe un lube de 2™, rempli du melange gazeux 
oblenu dans ces conditions, possede toutes les larges bandes d'absorp- 
tion decrites par Tun de nous comme caracteristiques de Tozone, et 
de plus des raies fines et Ires noires dans le rouge, I'orange et le 
jaune (*). 

L'azote electrise, les acides azoteux, bypoazotique el azotique an- 
hydres ne presentent pas ce spectre. 

Si Ton fait barboter dans I'eau les gaz qui donnent ces deux spectres 



(') J. CiiAPPi'is, Annates de i'licole Norma/e super., a' s^rie, t. XI, p. 137-187; 1882. 
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superposes, celte ean devienl acide et le gaz ne presente plus que le 
spectre del'ozone. 

Le spertre qui a disparu carsiclerise done un compose acide oii 
susccplihie d'engcndrer un acide, 

L'introduction, dana i'apparcil a effluves. d'un melange gazeux in- 
complelement desseehe ne permel pas d'observer !e speclre oblenu 
avec un melange gazeux parfailementsec, ce qui prouve que le com- 
pose forme est anbydre. 

Get acide aniiydre se ilecompose rapidement au rouge, en donnant 
de I'acide hypoazotique. Le spectroscope permet de suivre le plieno- 
meiie que presente alors le melange gazeux : les bandcs de I'ozone et 
lesraies fines du speclre du no uvea u compose sont gradud lenient rera- 
placecs par les raies qui caraetcrisent I'acide hypoazotique, et qui per- 
sistent seules. 

La decomposition est lente a la temperature ordinaire; suivie au 
spectroscope, elle presente une particularite tres importante. On con- 
state une periode de vingt-quatre a quaranle-liuit lieures pendant la- 
quelle les hamles du corps nouveau ont totalement disparu, sans qu'il 
se soit forme trace d'acide liypoazotique; puis I'acide hypoazotique 
apparait Icniemcnl etaugmcnie graduellemcnl pendant quelquesjours, 
au l)DUt desquels la decomposition parait lerminee. Ccs fails sont I'ii- 
c.iles a interpreter si i'on admet que le corps forme se decompose 
d'abord en oxygene et acide azolique anbydre, qui ii son ioiir se de- 
compose en acide hypoazotique el oxygene; en elfel, on sait que I'a- 
cide azolique anbydre ne posseJe pas de spectre d'absorplion et qu'il 
jouitde cctte propriefe de se decomposer au bout de quelques beures 
ellenlemeol en donnant naissance a de Tacide hypoazotique. 

Le corps qui donnn le nouveau spectre que nous avons observe est 
done susceptible de se decomposer spontanemenl en acide azolique an- 
bydre et oxygene, ou sous I'influence de la cbaleur en donnant de 
I'acide hypoazotique. 

Knlin, un melange d'oxygenc et d'acide hypoazotique, s'il est a peine 
colore par celte vapeur, sort incoloie de I'appareil a effluves, comine 
I'a observe M. Bcrtbelot ( ' ); mais de plus il presente a i'examen spec- 
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troscopi(|ue les bandes du nouveau corps sans qu'on puisse retrouver 
celles de I'acide liypoazotitjue ('). 

L'analyse spectrale a ele, dans celle premiere parlie du travail, nolle 
unique ressouroe; c'est I'eludc des spectres d'absorption, fournis par 
les melanges gsizeux d'oxygene ei d'azole modifies par I'electrisation, 
qui nous a permis de constater I'exislence de ce corps nouveau, de 
fixer It's conditions de sa Tormation et d'etudier quelijues-unes de ses 
proprieies, sans que nous ayons eu be^oin pour cela de I'isoler. 

Ces experiences s'interpretent loules facilemeni, si Ton adinet bi 
formation d'unacide perazoti(|ue obtenu dans des conditions analogues 
a celles qui onl permis a M. Bertlielot de deeouvrir I'acide persulfu- 
rique ('). 

11. — R^trogradation de la transformation de I'ozyg^ue en ozone 
et decomposition de I'acide perazotique par I'effluve electrique. 

Nos essais nous ont appris que la formation de I'acide perazotique 
anx depens d'un melange d'azotc et d'oxygene, soumiii a raclion des 
efBuves eleclriques, est limitee, eomme celle de Tozone, et que le maxi- 
mum, correspondiint a une temperature donnee, peut elrc fixe par hi 
diminution de pression qu'eprouve le melange gazeux. 

Mais le pbenomene pri'senle une difference essentielle avee eelui 
qu'on observe lors de la transformation de I'oxygene en ozone. L'oxy- 
gene pur soumis a I'effluve electrique, dans les appareils liabiluel- 
lement employes, subit une diminution de pression en se iransformant 
parliellement en ozone. Cette diminution maximum de pression, une 
fois oblenue, est definitive si la temperature est maintenue constante, 
nialgre les decbarges eleclriques qui se succedent dans I'appareil. On 
peul done ahandonner, dans le cas de I'oxygene, I'experience a elle- 
meme, noter le maximum, obtenu au besoin en I'absence de I'obser- 
valeur, et constater que la pression qui mesure ce maximum resle 
constante pendant plusieurs beures. 

Pour I'acide perazotique, I'experience demande a etre suivie de prt!s: 



I P. HtL-TKrbL'iLLE et J.CfiAPpL'ta, Cnmpies reiidm, 1. XCII, p. So; i8Hi. 
) BeHtuelot, Ann<iles ite Chiinic it de Physique, i" sfirje, t, XIV, p. 3i5 
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ellc presentc, en effet, ties phases loules speciales; ties que le compose 
azote a iiequls la tension maxiinum corresponilant it la tcmporalure i\(.'- 
I'expLTience, Ics decliarges electriqiies le tiecomposent hrusquement 
en acidc liypoazotique et oxygene : ce qui csl rendu manifeste a la fo'is 
par line lirusque diminulion de pression et par la fioIoraUon rouge 
till gaz. Ell outre, eelte d«coinposilion dc I'acide perazotique enlraine 
la relrogradation de Tozone forme simullanemenl. 

Le phenomene est plus complexe encore si les eflluves traversent 
i'oxygene, a un certain degrc de rarefaction ( loo"" au plus), melange 
a des traces seulemeni d'azole; la colonne d'acide sulfurique ou de 
mereure. qui permct de mesurer les variations de pression, se met a 
oscillcr lentemenl et rcgulierement. La tension de I'ozone forme passe 
par un maximum qui est a peu pres celul qu'on dedulrait du la lol de 
proporltormalile, puis elle diminue et passe mom<>ntancment par un 
minimum pour lequel la tension est nulle, car alors la colonne liqulde 
du manonietro reprend a peu pres son niveau prlmltif. Les deux trans- 
formations inverses I'une de I'autre se succedenl allernalivement dans 
le meme ordre, tanl que le gaz est traverse par I'cffluve electrique. 

La decomposition de Tozone dans ces conditions est evidcmment 
(lelermlnee par le de^agement de chaleur qui provlent dc la decompo- 
sition de Tacide perazotique, decomposition dont Ic caractere exother- 
mique ne pent etre mis en doute. Au debut de I'experience, cet acide 
pera/ntique est forme aux depens de I'oxygbne et de traces d'azotc; 
aprijs la premiere retrogradation, le compose azote provlent de la com- 
liinalson sous I'influencfi de releclrlcile de Toxygcne et de I'acide 
liypoazotiquc, prodults de la deslruction de I'acide perazotique. 

Desessais nous ont apprisque la pi'esonce dc traces d'azote melange 
11 I'oxygene soumts a Tacliun des etlliivest^st impuissnnle a determiner 
ta relrogradation de la transformation de I'oxygene en ozone, alors que 
la pression du melange de ces deux gaz est superleure a u™, too, et que 
dans ces conditions I'oxygene condense el I'oxygene ordinaire trou- 
vent en presence dc traces d'acide pernitrique un elat d'equilibre qui 
dure autant que I'eleclrisation. Co fail n'apporte que plus de poids a 
I'interpretation proposee des plienomenes. La faiblc quanlile de cba- 
leur provenant de la deconiposilton de traces d'acide pernitrique peut 
bien etcver assez ta temperature d'une masse miniine de gaz pour pro- 
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vuquer la ileslruclioa de I'ozone; elle sera ini|iuissaiile a porter a la 
leniperalure de ilecoinposltioD rapide une masse iin peu grande. 

Des experiences plus direcles teudenl d'ailleur,-i a prouver que la 
cause determinanle dc la ilecom position de I'acide perazotique est une 
elevation de temperature. On pout, en elfet, quand I'oxygeneconlenant 
des traces d'azote a ete longtemps soumis a Taction des crfluves, deter- 
miner la destruclion de I'acide perazotique, et la relrogradulion de 
I'ozone sous des pressioos pour lesquelles elle ne se produil pas spon- 
(anenient, en augmentant assez le noniltre des decliarges pour que la 
surface refroidissante de I'appareil a efiluves devlenne impuissantc a 
iDainlenir la temperature initiate du melange gazeuK. Mais sous ces 
pressions, vuisines de ion""", roscillation est moins reguliere que sous 
des pressions plus faibles. 

Nousavons observe iin fait plus significatif encore, parce qu'il s'ob- 
serve sans qu'il soit besoin de multiplier le nombre des decharges : 
c'esl qu'un arret de passage des effluves, dans la pbase de decompo- 
sition de i'acide pcrazoliqiie el de I'ozone, pent, s'il est court, ne sus- 
pendre que momentanement la dehtruction de ces deux gaz, Ea effel, 
lorsqu'oii sonmel de nouveau le melange gazeux a I'aclion de I'eflluve, 
la decomposition de I'acide perazotique el cellc de I'ozone reprennenl 
leur marclie interrompue, meme apres un arret d'uue minute; tandis 
que lo meme gaz peuts'enrichir a uoiiveau en ozone et en acidc perazo- 
tique, si on ne I'electrise qu'aprijs un arret un peu plus prolong?. La 
reprise de la retrogradation et de la decomposition tient evidemment a 
ce que les parois froides des appareilsa eHluves n'ont pas ramene, en 
une minulc, les gaz ii la temperature initiate. 

La Iransformalion de Toxygene en ozone pendant I'eleclrisation 
est dans tons les eas limitee; il s'etablil done un equilibre enlre la 
production de I'ozone par refflnve et sa destruction spontanee. lou- 
jours assez rapide a la temperature a laquclle le passage de I'electri- 
cite porte les gaz soumis a son ai'lion. La quantite de clialeur prove- 
nant de cette transformation exotbermique augmente en proportion de 
la leneur en ozone el s'ajoute ii la quantite de cbalcur due a la pluic 
de feu on aux effluves; on con(;oit done facilemenl que I'elevation de 
temperature provenant de ia chaleur mise en liberte dans la decompo- 
sition brusque de quanlites meme tres fyibles, d'acide perazotique 
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puisse fjiirc succeder, a la deslruction lente, compatible avec I'enricliis- 
sement du gnz en ozone, une <1estruclion asscz rapide pour produire 
line diminulion notable dans la proportion d'ozone. 

La deslruclion totale de I'ozone el de I'acide perazolique etant effec- 
tiiee, les gaz rcprennent rapidement la temperature des Ilquides de 
I'appareil, el It' melange gazeux se trouve ramene aux conditions ini- 
tiales, a celte seule difTerence pres que I'azote est remplace par des 
traces d'acide hypoazotique. Une nouvelle reaction peut done se pro- 
duire, et les phases du plienomene serniit celles que nous avoDS dejii 
ilecrites. 

Cependant la relrogradatlon de I'ozone determinee par la decompo- 
sition de Taeide perazotique n'est pas toujours suivie d'une nouvelle 
diminution de pression, signe de la reversibitite de la transformalion 
de I'oxygene el de la recompusition de I'acide perazotique aux depens 
lies pruduils de sa decomposition. En effel, les melanges gazeux, con- 
tenanl une notable quanlile d'azotc, donneni, apres la relrugradalion, 
un gaz ires colore, qui ne peut se decolorer par Taction, meme pro- 
longee, des elfluves el dans lequel on ne peut provoquer une diminu- 
tion de pression par releclrlsalion. C'est que, en presence ile certaines 
proportions d'acide hypoazotique, ni I'ozone ni I'acide perazotique ne 
peuvent se reformer, circonslance curieusc liee probablemenl au mode 
tout particulicr de decharge qu'on observe dans les melanges gazeux 
oil I'acide hypoazoti<|Uc possede une tension notable. 

Les oscillations periodiques qui indiquent la formalion de I'acide 
perazolique aux depeiis des vapeurs nilreuses provenant d'une retro- 
gradalion anlerieure ne s'observeot done que si la tension de ces va- 
pours est Ires faible. 

En employanl un melange d'o,rygene et d'acide hypoazotique. on ne 
peal done oblenir de ce nouvel acide qu'unc quantite tres faible, toujours 
beaucoup molndre que celte qu'on obtiendrait par l' electrisation d'un 
melange d'oxygene et d'azole. 

Nos experiences vonl nous permettre de preciser les conditions dans 
lesquelles il faul de preference se placer poursfi procurer un melange 
gazeux conlenanl le nouvel acide en aussi grande proportion que pos- 
sible. 
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III. 



' Conditions les plus favorables a la preparation 
de I'acide perazotique. 



La ciuanllte maximum d'acide perazollqiie qu'on proiluit, dans dcs 
i-onditions donnees de teniiicraiure et ilc presslon, pcutsc detenninei 
facilemcnt «n dosanl I'acide liypoazotiijue qui s'est forme lors dc la re- 
trogradalion sous I'action prolongee des eftluves eleclriques. Elle est 
d'cnviron 3o potir loo en poids dans les experifinces failes a In tempe- 
rature lit' ij" et a uiie pression mesnree par une irolonne de mereure 
de o",Goo de hauleur. On constate de plus que la composilion du 
melange gazeux moditie pen la quanllte d'acide Torme, s'il conlient dc 
4'"' a 8"' d'oxygene pour a*"' d'azote, landis qu'en abaissani de iH" 
a 5" la lemperalurc des yaz, on elevc la teneur en aoide dans le rap- 
port de /| a ;) environ. 

II est done avantageux d'effecluer la preparation de I'acide pcrazo- 
lique a basse temperature loutes les fois qu'on veut oblenir nn melange 
gazeux tres cbargc de eel aeide. 

II est, en oulre, indispensable de fixer par un essai prelimlnaire le 
temps necessaire pour oblenir, a la temperature de i'experience et dans 
I'appareil dont on fail usage, la proportion maximum d'acide perazu- 
lique; en efTet. un sait que, ce maximum une I'ois obtenu, I'acide per- 
azoliqiie est rapidemenL decompose en oxvgene el acide bypoazotique : 
on doil dnnc, dans les experiences ulterieures, reduire de quclques 
minutes la duree de relectrisation : ce qui permet de se rapprocber 
de renricbisisement maximum, sans s'exposer a delruire I'acide sur- 
oxygene de I'azole. Dans les appareils assoz bien coastruits pour que 
la presquc totalite des gaz soit souinise a Taction des decharges elec- 
triques, la coloration due aux vapeurs nitrcuses.sigoe infaillible qu'on 
a depasse renrlchissemcnl maximum, se prod nil au bo u I de trois quarts 
d'benre a une beure; dans les appareils qui ne satisrontqu'imparfaite- 
ment a ces conditions, il faut de une beure a deux beures pour arriver 
au meme resultat. 

On peut suivie les progrijs de la preparation de I'acide perazolique 
en utilisanlson spectre d'absorption. Nous interposons entre la tlanime 
d'un bee de gaz Let le spectroscope S un tube liorizontal AB de o^.ao 
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de longueur, soude a Tespace annulaire d*un tube a ^ffluves {fig* i)t 
par deux tubes, disposes de fa^on que le gaz eebauffe par les d^charges 
electriques circule constamment dans le tube horizonlal qui sen de 
refrigerant. La portion du gaz soumis aux effluves n*est dans ies appa- 
reils de ce genre que \ environ du volume total : ie gaz s*enrichil alors 
tres lentement en acide, la decomposition est egalement retardee. Le 
spectre d'absorplion caracterislique de Facide perazotique est percep- 
tible au bout d*une heure, puis est remplac6 par celui de Tacide bypoa- 



Fig. 1. 
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zotique seulement dans le cas oil Texperiencc est prolongee plusieuns 
b cures. 

Enfm, si Ton tient compte de ce fait, que I'acide perazolique se 
dedouble facilement en acide azotique anbydre et oxygene lorsqu'il est 
soustrait a Taction des effluves, on voil qu'on ne peul eviter la pre- 
sence de ce dernier acide qu*en electrisant un volume de gaz pen supe- 
rieur a celui de Tespace annulaire d'un appareil a effluves, puisque 
ce sont la les seules conditions qui permetlent de preparer, aussi rapi- 
demenl que possible, ce compose suroxygene tres instable. 
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IV. — Composition et iquivalent en volume de Tacide perazotique. 

Nous venons de voir comment il faut operer pour obtenir un melange 
gazeux dans lequel Tacide perazotique ait une tension notable. II nous 
reste a Aiire connaitre les resultats des experiences eflectuees pour 



h^i^' i. 




etablir la composition de cet aeide. Ce probleme eut et^ resolu iaci- 
lemeht si Ton avait pa isoler Tacide perazotique; nous avons bleu 
reussi a le condenser, mais les cristaux qu'on oblient en relroidissant 
a — 23® un melange d*azote, d'oxygene et d'ozone charge de vapeurs 
d'acide perazotique ont un poids extremement petit, et ils sont telle- 
ment volatiJs qu*on ne peut arriver k enlever le melange de ccs gaz. 
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soil par le vide, soil en le deplai^ant par I'acide carbonique, sans les 
eiitiainer en memc temps. 

a. Premiere mdlhode. — Dans I'impossibilile d'isoler a I'elal solidu 
un poids notable de cet acide, nous I'avons absorbe a I'elal gazeiix par 
I'acide sulfurique concenlre et nous avons deduit, de i'analyse du g:iz 
residue!, les quanliles d'oxygene ct d'azote fixees par I'acide sulfu- 
rique. Ces quanliles peuvent renseigner sur la composition de I'acide 
perazoliqne; il etail done important de les delerminer dans des condi- 
tions nettement definies ct reconnnes les plus favorables a la purete 
de I'ai'irle suroxygene de I'azole. (/absorption a ele elFecIuee, imme- 
diatement apr^s I'electnsation, dans un appareil a eflluves exaclement 
• jauge Pt muni de robinels pennettant de deplacer la totalite du gaz 
par I'acide sulfurique {Jig. 3). Le residu gazeux contienl de I'azote, 
tie I'oxygene et de I'ozone; son analyse permet de savoir comment la 
coinposilion cenlesimale du melange gazeux, soumis ii I'effluve elec- 
irique, est modiliee par la production de I'acide perazoliqne el par la 
reaction de ce corps sur I'acide sulfurique. 

Le tableau suivant resume nos observations sur des melanges de 
compositions diverses, electrises pendant une beure ou une beure et 
quart, a une temperature variant de h- 4° a + iG". 



ComposilioD du gaz Boumig h 
Taction des effluves ^lec- 
triijueB 

1:0m position du gaz absorlju 
par I'acide sulfurique 



>,<j4 0.i»( 6,70 7,6J 7,^6 



Le rapport des volumes des gaz absorbes par I'acide sulfurique reste 
sensiblement constant lorsqu'on fail varier la composition du melange 
gazeux. La moyenne des resultals numeriques inscrils dans le tableau 
(2'"' d'azote pour G'"', 3 d'oxygijne} represenle la composition des gaz 
retenus par I'acide sulfurique, soil par simple dissolution de I'acidt' 
jierazotique, soil a I'etal d'acide nitrique et d'acide persulfurique. 

Ces resultals sonl probablement affectes d'une erreur systematique 
qui augmente notablemenl la proportion d'oxygene; car, en soumet- 
lant il la meme serie d'operalions ct de mesures des melanges gazeux 
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conlen»ant de Tacide nitrique ou de Tacide hypoazolique (*), on serait 
conduit a assigner a ces acides les compositions suivantes : 2^^' d'azole, 
5^'^\2 d'oxygene et a^""* d'azole, 4^*'^3 d'oxygene. L'erreur lonstatee 
pour ces composes porte done sur la quantite d'oxygene, qui se trouve 
augmentee de o^^^'.a a o^''',vS, et, si elle est la meme pour I'acide per- 
azotique, la composition des gaz retenu^ par I'acide sulfurique doit 
etre de 2^*** d'azole pour 6^^^ d'oxygene. Nous atlribuons a I'acide 
perazolique la composition des gaz absorbes par Tacide sulfurique; 
c'est supposer qu'il s*y dissout sans degagement d'oxygene (^). Celte 
bypolbese est justifiee par les resullats fournis par une autre melhode 
d'analyse. 

h. Deuxieme methode. — L'equivalent en volume de I'acide perazo- 
tique peutse deduire de la contraction qui accompagne la formation de 
cet acide aux depens d'un melange d'azote et d'oxygene. II suffit pour 
cela d'evaluer numeriquement la contraction, lorsque les decharges 
electriques ont fait acquerir a I'ozone et a I'acide leur tension 
maximum pour la temperature de Texperience, et de determiner le 
volume de I'azote combine. La brusque rupture d'equilibre qui se 
produit des que I'acide perazotique a atteinl sa tension limite (decom- 
position qui entraine celle de Tozone) permet de fixer ce volume, car, 
apres la relrogradation, Tazote de Tacide p.ernitrique forme de I'acide 
bypoazolique, qu'on sait doser dans un melange gazeux qui ne conlient 
plus d'ozone. L'appareil [fig*"^) employe se compose d'un appareil a 
effluves de 1 5*^^ environ, mis en rapport, par un robinet a trois voies R, 
avec un manomelre AB a mercure. Le tube de communication est capil- 
laire et aussi long que possible, afin de souslraire le mercure a Taction 
de I'ozone et de I'acide pernitrique, qui ne se diffuse, d'ailleurs, qu'a 
la fin de I'experience, alors qu'on laisse ouvert le robinet IV pour 



(*) On sait <|uo cos acides se dissolvent sans d66omposition dans I'acide sulfurique con- 
centre el froid. L'acide hypoazotique est obtenu en prolongeant raclion des effluves jusqu'a 
la relrogradation, et I'acide nitrique en 6leclrisant un melange gazeux donl la dessiccation 
n'cst pas absolue. 

(') Si Ion remplace I'acide sulfurique par I'eau glac^e, le gaz r^siduel a une composition 
()ui r^pond a I'absorption de I'acide nitrique, quel que soil le compost oxyg^nd de I'azote 
forme par les effluves : acide perazotique, acide nitrique ou acide hypoazotique dans des cas 
particuliers. 

Ann. de I'Ec. Normah. 3* Seric Tome I. — Avril i883. f5 
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recoiiihailre le moment oil la contraction maximum esl oblenue. Le 
robinel R permet d'extraire les gaz destines a I'analyse. 



Fig. S. 
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Les donnees experimentales prouvenl que Tacide suroxygene de 
Tazote ne peut avoir un equivalent en volume nolablement diflerent 
de /j. 



i5,46 i5,16 i5,46 



Composition du melange gazeux. Az=2'"''; 0=6*°*, Sg 

Volume initial i5,i8 i^,46 

Double du volume do I'azole 

combin6 a, 388 

Contraction imputable ^ j 

Tozono dans I'hypo- ( AzO^ 0,628 

these de la formation i AzO'' o,o3i 

de ) 

Proportion de Pozono en } AzO* 26,6 

poids pour 100. ...... i AzO^ i,5 

La mesure des volumes et celle des pressions se font assez exac- 
tement, avec le dispositif employe, pour qu*on ait pu constaler que 
Tequivalent de Tacide hypoazolique obtenu apres la relrogradation ne 
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repon(J pas a 4^"' de vapeur, et qu*on ail pu en deduire une densite peu 
differente de celle qu'on attribuc a celle vapeur a la temperature de 
Texperienee. Mais la diffieullc de doser Tozone qui existe dans le me- 
lanfje gazeux avanl la retrogradation ne permet pas de ealculer aver 
precision la densite de vapeur de Tacide perazotique. 

Les teneurs en ozone inscrites dans le tableau sent calculees on 
admeltant que Tequivalenl en volume de Tacide perazotique est rigou- 
reusement double du volume de Tazote contenu dans cet acide. La com- 
paraison entre les resuUats de ce ealcul et les teneurs reelles fournit 
des indications precieuses sur la composition du nouvel acide. 

La Formulc AzO'=4'^"' entraine une teneur en ozone nulle ou de 
2 pour loo au plus : elle est inadmissible* car nous nous sommes 
assures, par une determination directe faite avant la retrogradation, 
que la teneur en ozone n*est pas inferieure a 12 pour 100. L'acide 
perazotique contient done pour i^*' d'azote moins de 7^ d'oxygene. 

La formule AzO* = 4''*^' conduit a une teneur en ozone de 24 a 27 
pour 100, notablement plus elevecque celle qu'on observe a la meme 
temperature dans Toxygene pur ou melange a Tazote. En admettant, 
comme nous Tavons suppose, que Tacide perazotique a deja sa densite 
tbeorique a la temperature peu elevee de nos experiences, la contrac- 
tion atlribuee a la formation de cet acide est certainement un peu Irop 
taible, et par consequent la teneur en ozone deduite est un maximum. 
Celte valeur n'est cependant pas incompatible avec les resultatsdes ex- 
periences dans lesquelles Tozone a ele prepare en presence de gaz 
eirangers, comme Thydrogcne, le fluorure de silicium ou Tacide carbo- 
nique. D'ailleurs, c'esi sur la determination de Tozone que s'accu- 
niulent toutes les erreursdes observations successives et, malgrecela, 
les resultats de la methode physique, basee sur la mesure de la con- 
traction due a la formation de Tacide AzO° et a celle de I'ozone, s'ac- 
conlent avec ceux deduits de Tanalyse par Tacide sulfurique. 

Les metbodes indirectes que nous avons exposees conduisent Tune et 
Tautre a la formule AzO®. Comme controle de la composition, que nous 
attribuons a I'acide suroxygene de I'azote, nous ferons connaitre, a la 
fin de ce Memoire, les resultats de Tanalyse d'un produit cristallise et 
volalil dans le vide qui contient les elements de Tacide perazotique el 
ceux de Tacide perchlorique anbydre. 
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V. — L*acide perazotique ou I'acide hypoazotique peuvent etre produits 
par la m§me effluve, a des temperatures differentes; formation de 
Facide azotique et des nitrates dans Tatmosph^re. 



li nous resle a fairc connailrc les experiences quo nous axons entrc- 
prises pour determiner le role que I'on pent altribuera TaciJe perazo- 
lique dans la formation de Tacide azotique et des nitrates dans Tatmo- 
.sphere. Schonbein a publie de nombreuses reactions, correlatives des 
combustions lenles, qui Tout convaincu que les oxydations efFecluees 
a une basse temperature jouent un rote important dans la nitrification; 
les reactions signalees par cet illustre cliimiste sont Ires complexes, et 
Ton sail que les interpretations qui en out ete donnees par ses com- 
mentateurs n'onl pas apporte tons les eclaircissements desirables, car 
les reactions intermediaires, qui expli(|uent tons les pbenomenes 
observes, n'ont ete decouverles que recemment par M. Bertbelot. 
Schonbein avait, d'une fagon positive, attribue a la combinaison de 
Tazole avec Tozone la formation des nitrates. i\I. Bertbelot a etabli 
que celte explication elait inadmissible, puisque ces deux corps ne 
peuvent se combiner dinu'tement. 

La nilrificalion par production directe d'acide hypoazotique exige 
d'aulre part de tres fortes tensions electriques, et qui ne sont guere 
realisees que dans les orages. 

Nous avons constate que les effluves electriques, assez intcnses pour 
fairij beaucoup d'ozone en peu de temps, et qui cependanl n'atteignenl 
pas les tensions necessaires a la formation de I'acide hypoazotique dans 
un melange d'oxygene et d'azole, jouissent de la propriete de former 
aux depons de ce melange des quantites notables d'acide perazotique. 

II nous a paru interessant de rechercher quelle variation subissait la 
production de ce compose quand on faisait decroitre la tension elec- 
trique depuis la tension limile qui cesse de donner ce corps, pour pro- 
duire Tacide hypoazotique, jusqu'aux tensions les plus faibles qui 
soient capables de transformer Toxygene en oz»)ne. 

On sait, par les experiences de M. Bertbelot, que la production de 
Tozone decroit plus vile que la longueur de Telincelle qui regie Tinten- 
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she (le rinfluenee (*). Nous devions done nous demander si, avec des 
decbarges Ires faibles, il serait encore possible de constaler par le 
spectroscope la presence dans Tozone d'un compose oxygenedeTazote. 

Nous avons souniis dans un tube k effluves, a surfaces concentriques 
dislautes de 0^,002, un melange d'oxygene et d'azote a Taction des 
faibles decbarges electriques d'une bobine de Ruhmkorffde 0^,06 de 
longueur, donuaril une etincelle de o"*,oo4 au plus. L'ozone forme esl 
si dilue, que ses bandes d'absorption ne sonl pas visibles avec une 
colonne gazeuse de 2"*. Cependant, on soupQonne la plus intense des 
bandes du spectre du compose oxygene. Nous avons conlrole ce resultat 
par un artifice qui consiste a cbaufTer lecouranl gazeux avec une lampe 
a alcool : les bandes de I'acide bypoazotique, provenant de la decom- 
position que Ton determine par celle elevation de lemperature, appa- 
raissent dans le vert et le bleu, ne laissant ainsi aucun doute sur la 
formation d'un compose oxygene de I'azote, malgre la faible tension 
electrique employee. 

Les causes qui anienent un ralentissement tres grand dans la pro- 
duction de Tozone ne suppriment done pas d'une faQon absolue la for- 
mation de I'acide nouveau. 

Nous avons alors augmenle progressivement la tension electrique et 
constate que la proportion du compose oxygene de I'azote croit assez 
reguliercment. La bobine de Rubmkorff de petit modele a ete rem- 
placee par une plus forte, et nous avons cesse nos essais, dans la crainte 
de briser notre appareil, alors que la machine pouvait donner une 
etincelle de o'",o7, sans avoir pu reussir a former de I'acide bypoazo- 
ti(|ue. Nous avions prevu ce fait» puisque M. Bertbelot a demontre que 
la production d'acide bypoazotique necessite I'emploi des tensions les 
plus fortes qu'on puisse rcaliser avec lesappareils de Rubmkorff. 

La formation de I'acide perazotique semble done suivre une marcbe 
analogue a celle de la production de I'ozone. L'analogie semble com- 
plete si Ton admet que I'acide bypoazotique obtenu a partir d'une cer- 
taine tension est un produit de reaction secondaire : I'etincelle forme 
moins d'ozone que I'effluve, parce qu'elle porte les gaz a une tempera- 
ture oil I'ozone est partiellement detruit; une tres forte effluve ou une 



(*) Bektiielot, Annoles de Chimie cl de PhysiqaCy 5* sdrie, I. XU, p. 44^- 
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eiincelle forme I'acide |ierazoli(|uc, mais porle en meine lemps ve {<;iz 
ii line lempt-rattire oil sa liecoinposition en acide bypoazotitjuo «>sl 
rapifle. 

Nous avons clierclie, pour verifier ces idees, a rentlre inanifesle le 
rule (Ic la chaleur dans la production de I'acide Itvpoazotique par Ics 
eflluves electriqut's. II elail utile, pour cela, de coiinaitre bien exacle- 
ment les conditions de la decomposilion dii nouvel acide sous Tin- 
lluence de la clialeiir seule. 

Nous avons constate que I'acide perazolique se decompose a toules 
les temperatures, mais qu'a i3o" la decomposition est complete en. 
quelques instants; les produits de la decomposition sont. dans ces 
conditions, de I'acide liypnazotique el de I'oxygene. 

La production simultanee d'ozone et d'acide pcrazolique par Telfluve ' 
permet d'affirmer que les gaz n'ont pas ete porles par le passage de 
Teleetricite a une temperature voisine de celle-la. Au contraire, la 
production d'acide Iijpoazotique permcl de conclure que celte tempe- 
rature a ete depassee. 

La reponse no paraitpas douteuse apri-s des experiences nombreuses, 
dans tesquelles nous avons clierche avec succes a I'aire afquerir aux 
el'Huves, qui rournissaienl I'acide perazolique, la propriele de doniier 
de I'acide hypoazotiqiie, en elevant artificiellement la temperature du 
gaz soumis a rinfluence electrique. Nous n'en cilerons que deux : la 
tension electrique etant mesuree par une eiincelle de o"',o3, il a fallu 
porter I'appareil tout entier a 80" pour voir succeder a la production 
de I'acide perazotiquo celle de I'aciile bypoazoliqtie; dans une autre, la 
tension etant m'esuree par une etineelU' de ()'",o';. il a sulH d'une tem- 
perature de 65" pour delcrrainer cette decomposition. 

liln resume, dans les limites tres eloignees uii nous avons opere, on 
peut done, a une tension electrique tlonnee, oblenir a des tempera- 
lures difTerentes I'acide perazotique ou I'acide hypoazotique. 

La consequence de ccs fails, c'csl que des cffluves correspondanl a 
des tensions trop faibles pourdonner naissance a de I'acide bypoazo- 
liqne peuvent fournir de I'acide nilrique, produit ultimo de la decom- 
position de I'acide perazotique en presence de la vapeur d'eau. 

Alais, pour pouvoir adinelti'e que ces effluves, si elles se produisent 
dans ratmosphere, determinenl la nilriricalion. il fautque la vapeur 



nECIlEnCllES SUR LACIDE PERAZOTIQLE. I 19 

(Keau ne s'oppose pas a la formation du compose oxygene de Tazote; 
or nous avons constate que les bandes caracteristiques de ce corps ne 
se trouvent plus dans Tozone prepare avee Tair incomplfetement des- 
seche. Mais alors, quand on fait passer a la temperature ordinaire plu- 
sieurs litres d'air dans Tappareil a effluves* les parois de Tespace annu- 
laire sont recouvcrtes d'un leger enduit acide qui fume fortement dans 
fair humide. Ici encore on forme done un acide qui possede une ten- 
sion de vapeur tres sensible. 

Si Ton opere dans des conditions differentes, avec de Tair sature d*hu- 
midiie ct surtout dans un courant de vapeur d'eau, de fagon a laver 
conslamment Tappareil a effluves maintenu environ a loo"^, on recueille 
de notables quantites d'acide nitrique. Nous avons pu, en faisant passer 
lentement 3"' d'air avec de la vapeur d'eau, recueillir o8%o54 d'aeide 
nitrique. 

La production de Tacide nilrique est done possible dans ces condi- 
tions varices, et dont quelques-unes sont identiques a celles qui doivenl 
se rencontrer lors de la formation de Tacide azotique et des nitrates 
dans Tatmospbere. 

VI. — Action des effluves ilectriques sur Tozyg^ne et Tazote 

en presence du chlore. 

Un melange d'oxygene et de chlore, tons deux cbimiquement purs, 
traverse un appareil a effluves sans etre modifie d'une faQon apparente, 
tandis que le meme melange, auquel on ajoute des traces d'azote, laisse 
sur les parois de Tespace annulaire un leger depot blanchatre. 

La matiere solide, d'un blanc laiteux, produite dans ces conditions, 
augmente graduellement d'epaisseur et donne naissance, si Texpe- 
rience est prolongee plus de dix heures, a des arborisations analogues 
a celles que presentent les cristaux de glace, ou bien meme a des 
druses de cristaux translucides teintes legerement de jaune verdatre. 
Ces modifications dans la forme du depot pendant la preparation 
prouvent que ce compose est volatil dans un courant de gaz, a la tem- 
perature a laquelle les parois de Tappareil sont portees par le passage 
de Teffluve. 

Sa tension de vapeur est cependant presque nulle a i5°, ce qui 
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permet de faire le vide sur ce solide sans perte sensible. Mais, en ela- 
blissant une diflerence notable entre les temperatures des parois des 
deux tubes concentriques de Tappareil a effluves, on peut faire passer 
le depot cristallin de la paroi interne a la paroi exlerne ou inversement. 

Purifie et crislallise, ce compose resisle a la temperature de loo**, 
inais il se decompose rapidement a io5® sans fondre, en donnant des 
vnpeurs d'acide bypoazotique. La formation de cet acide prouve que 
celtecombinaison nouvelleeslazotee, etque, par suite, Tazote que nous 
avons employe dans sa preparation n'a pas uniquement servi a faire 
acquerir aux decharges eleclriques le mode particuiier qui convient 
pour effectuer directement la eombinaison du cblore avec I'oxygene. 
Ce produit atlire rapidement Tbumidite et fournit des goutteleltes 
liquides tres acides. Les sels obtenus en saturant cet acide par la 
potasse ou la baryte se conduisent vis-a-vis des reactifs comme un 
melange de nitrate et de percblorale. 

L'analyse par le euivre cbaufTe au rouge a pcrmis de s'assurer que 
lescristaux ne contenaient pour i^''^ d'azote que r'*^ de cblore, ainsi que 
le prouvenl les resultats suivants : 

Azoic 9,01 Az 9i '2 

Chlore ^-2,71 CI 22 , 80 

0\yp:cne (par di(Tercnce) (58,28 ()*' .... 68,08 

I 00 , 00 I 00 , 00 

Nous avons essaye de determiner directement Toxygene en analysant 
le melange gazeux obtenu en decomposant dans le vide les cristaux par 
la chaleur seule. La potasse monobydratee, en agissant sur ce melange 
(AzO\ Cl et 0), laisse un residu qui correspond a un peu plus des^ de 
Toxygene total : ce qui confirme le resultat deduitde Tanalyse par le 
euivre si Ton admet qu'il n'a pas pu se former de nitrate de potasse 
dans les conditions de rexperience. 

Ce compose AzC10''(AzO% CIO') n'est pas le seul qu'on puisse 
former par les effluves electriques avec ces elements, mais c'est le 
plus facile a isoler et le plus stable. 
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1 . Toule permutation de n elements distinets pent se ramener a une 
permutation de n nombres inegaux, ou, plus simplement, a une per- 
mutation des n premiers nombres. II suQit, pour operer cette reduc- 
tion, d*associer, comme numeros ou indices, ces n nombres a ces 
n elements, de telle sorte que ces elements puissent etre representes 
par les nombres qui leur correspondent. 

Dans une permutation quelconque de n nombres inegaux, la com- 
paraison des nombres voisins conduit immediatement aux notions de 
maxima, de minima et de sequences^ qui ont ete introduites dans la 
Science par J. Bienayme. L'objet du present Memoire, c'est Tetude des 
maxima, minima et sequences des permutations de n elements; son 
but, c'est de determiner le nombre des permutations de n elements 
qui ont |x maxima et jx' minima, ou, ce qui revient au meme, le nombre 
des permutations de n elements qui presentent s sequences. 

I. — Definitions. 

2. Gonsiderons toutes les permutations sans repetition que Ton 
peut former avec les n premiers nombres, ou, plus generalement, avec 
n nombres inegaux. 

Ann. de I'/.c. Normale. 3* Serie. Tome I. — Avril 1884. 1^ 
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Dans Tune quelconque d'elles, un nombre place entre deux autres 
est un maximum s'il les depasse lous deux, un minimum s'il leur est 
inferieur; un nombre place au commencement ou a la fin de la permu- 
talion est un maximum s'il depasse le nombre voisin, un minimum s*il 
ne le dopasr-e pas. 

On appelle sequtnce une suite de nombrcs juxtaposes, dont le pre- 
mier esi un maximum et le dernier un minimum ou reciproquemenl, 
mais dont aucun i^itermediaire n'est ni un maximum ni un minimum. 

Dans la permutation 78125436, qui est formee des huil premiers 
nombres, il y a Irois maxima, 8, 5, 6; trois minima, 7, i, 3; cinq 
sequences, 78, 81, i25, 543, 36. 

3. On pourrait aussi, dans une permutation quelconque, definir ces 
mots maximum, minimum et sequence, a Taide des n — i differences 
qu'on obtient en relranchant cbaque nombre du suivant, ou, plutot, a 
Taide des signes de ces differences, pris dans I'ordre meme oil iis se 
presenlent. Le nombre initial serait alors un maximum ouun minimum 
selon qu'il precederait un signe — ou un signe -f-; le nombre final, 
un maximum ou un minimum, selon qu*il suivrait un signe + ou un 
signe — ; tout nombre inlermediaire, un maximum ou un minimum, 
selon qu'il serait compris entre 4- et — , ou entre — et H-. Quant aux 
sequences, elles correspondraient aux groupes de signes tons pareils, 
qui sont places entre deux signes differents. 

Tout cela se verifie immediatement sur la suite H h H h, 

qui nous offre, dans I'ordre oil ils se presentent, les signes des sept dif- 
ferences de la permutation (2) donnee plus baut. 

4. Les permutations de n nombres inegaux sont susceptibles d*une 
representation geometrique tres simple. Supposons que, h partir d'un 
meme axe des abscisses, on porte, surn ordonnees equidistanies, n lon- 
gueurs proportionnelles a ces nombres inegaux. On obtiendra n points, 
qu'on pourra joindre par des droites, de maniere a former une ligne 
brisee. Les n sommets de cette ligne brisee correspondront aux n nom- 
bres donnes; ses n — i cotes, k leurs n — i differences; les maxima 
seront representes par les sommets des angles saillants; les minima* 
par ceux des angles rentrants; les sequences, par les suites de traits, 
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tous montants ou tous descendants, qui joignent un maximum et un 
minimum cons6eulifs, ou reciproquemcnt. 

5. Toutes les definitions qui precedent sont identiques k celles que 
J. Bienayme a donnees autrefois (*), a Toccasion d'un tres curieux 
theoreme sur les probabilites. 

II. — Notations. 

6. Dans toul ce qui va suivre, nous nommerons permutations {n^s) 
les permutations de n elements qui presentent^ sequences, permuta- 
tions [ti, [i, fjL'] les permutations de n elemenls qui presentent p. maxima 
et p.' minima; nous designerons par P;,,, le nombre des premieres et 
par M/,,|i,|i' celui des secondes. 

Comme nous Tavons deja dit (1 ), le but du present Memoire, c'est de 
Irouvcr une melhode simple pour calculer les nombres P;,,, et lVI„,|i,ji'. 
Mais, avant de proceder a cette recherche, nous allons faire plusieurs 
remarques utiles. 

7. D'abord, la difference (a — p.' ne pent jamais avoir que Tune de 
ces trois valeurs, 4-1,0, — i . 

Ensuite, la somme |x + p/ est, au moins, egale a 2, et, au pins, egale 
a n. 

Enfin, le nombre s des sequences est toujours egal a /x 4- |x'— i, 
d'oii il suit qu'il ne peut etre ni inferieur a 1, ni superieur a w — i. 

D'ailleurs, fi + i^-' est egal a 2, et, par suite, s est egal ^ i, lorsque 
les nombres qui forment la permutation sont ranges par ordre de gran- 
deurs, soit croissantes, soit decroissantes; (a -f- fx' est egal a n, et, par 
suite, s est egal a w — i, lorsque la permutation est du genre de celles 
que nous avons ^tudiees deja (* ) sous le nom de permutations alternees. 

8. De ce que la difference /x — fji' ne peut avoir que les trois valeurs 
4- 1, o, — I, il suit qu'il existe trois sortes de permutations [/i,/x,jx']. 



(>) Comptcs rendusy stance du 6 seplembre 1875. 
(«) Journal de Matlt^matiques, mai 1881. 
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savoir : les permutations [/i, a -m , a], les permutations [/i, <7, (j] et les 
permutations [n, (?, c -H i]. 

11 est evident, si s est pair et egal a 2(7, que les permutations (/i, 20*) 
se partagent en deux classes : les permutations [/i, ^ 4- 1, ^] et les per- 
mutations [n, fj,^ -h i]. On a done alors, identiquement, 

Si, au contraire, s est impair et egal h 2(7 — i, les permutations 

(n, 2(7 — i) se confondent avecles permutaiions [w,(7, a], et Ton a sim- 

plement 

— \i 

9. On voit, sur cette dernicre egalite, que les nombres M;,,^,^ se 
confondent avec les nombres P„,2<x-i- On verra par la suite (25) que les 
nombres M,f^a*-\,tj et iM„,a,<j+-i se deduisent immedialement dcs nom- 
bres P„,2i' Ainsi, les nombres P et les nombres M sont lies entre eux 
de telle sorte que la connaissancc des uns entraine aussilot celle des 
autres, et qu'il nous suffit de nous occuper soit des nombres P, soit 
dcs nombres M. Dans nos recbcrches, et afin d'obtenir des verifica- 
tions, nous avons eludie separement et les nombres P et les nombres M. 
Nous ne reproduirons ici que la plus simple de cos etudes, celle des 
nombres P. 

III. — Formule fondamentale. 

10. Evidemment, toute permutation des n premiers nombres pent 
etre regardee comme provenant d'une ceriaine permutation des n — i 
premiers nombres, oil Ton a introduit le nombre n a une certaino 
place. Nous sommes conduits, par cette remarque, a recbercber com- 
ment varie le nombre des sequences d'une permutation des /i— i pre- 
miers nombres, lorsque Ton introduit, dans cette permutation, le 
nombre n a une place quelconque. 

11. Prenons une permutation quelconque des n — i premiers nom- 
bres. Elle presenle n places ou Ton pent introduire le nombre n, 
savoir : a places exterieures et n — 2 places interieures; et ces 
n places, relativement a TefTet de Tiniroduction du nombre n sur le 
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nombre des sequences* se partagent en cinq especes, qui sont les sui- 
vantes : 

I" Les places exlerieures qui touclient un maximum extreme; 

2** Les places exlerieures qui louchent un minimum extreme; 

3° Les places interieures qui (ouchent un maximum intermediaire; 

Ix"" Les places interieures qui touchent un maximum extreme; 

5"* Enfin, les places interieures qui ne touchent aucun maximum, ni 
intermediaire, ni extreme. 

Comme il n'y a jamais, dans une permutation, deux maxima juxta- 
poses, aucune place ne pent toucher deux maxima a la fois; par suite, 
les places que presente chaque permutation rentrent bien toutes dans 
les cinq especes que nous venons d'enumerer. 

12. Si Ton inlroduit successivcment le nombre n dans les places de 
chacune de ces cinq especes, et que Ton examine, dans chaque cas, 
TefTet produit par cette introduction sur le nombre des sequences de 
la permutation, on constate les faits que voici : 

Le nombre des sequences ne change pas quand on introduit le 
nombre n dans les places de la premiere espece et dans celles de la 
troisieme; 

Le nombre des sequences augmente d*une unite quand on introduit 
n dans les places de la deuxieme espece et dans celles de la qua- 
trieme; 

Le nombre des sequences augmente de deux unites quand on intro- 
duit n dans les places de la cinquieme espece. 

L*examen donl nous enon^ons les resultais n'est pas ditficile.. 11 se 
simplilie beaucoup lorsqu'on s'aide, pour y proceder, de la represen- 
tation graphique des permutations. 

13. Ainsi, par Tintroduclion du nombre n dans une permutation 
des n — I premiers nombres, le nombre des sequences de cetle [)er- 
mutation ou bien ne change pas, ou bien augmente soit de une, soit 
de deux unites. II s'ensuit que les seules permutations des/i— i pre- 
miers nombres qui puissent fuurnir des permutations [n,s) sont les 
permutations (/i — i , 5), les permutations [n - i , 5 — i) et les permu- 
tations (/I — I, ^ — 2). 
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14. Toute permutation (n — i, 5) contient s places oil rintroduction 
(lu nombre n ne change pas le nombrc 5 des sequences. Ghaque per- 
mutation {n — j^s) donne done 5 permutations {n^s). 

Toute permutation (/i — i, ^ — i) contient 2 places oil Tinlroduction 
du nombre n augmente d'une unite le nombre n — i des sequences. 
Cliaque permutation (w — 1,5 — i) donne done 2 permutations (n, 5). 

Toute permutation (n — 1, 5 — 2) contient n — s places ou Tintro- 
duction du nombre n augmente de deux unites le nombre s — 2 des 
sequences. Ghaque permutation (w — 1 , 5 — 2) donne done /i — 5 per- 
mutations (71,5). 

Or, en introduisant le nombre n, aux places qu'on vient d'indiquer, 
dansles permutations {n — 1,5), dansles permutations (/i — 1,^— i), 
dans les permutations (/i — i , 5 — 2), il est bien evident qu'on n'ob- 
tient que des permutations {n^s)^ qu'on les obtient toutes et qu'on 
n'en repete aucune. Done, on a identiquement 

15. Telle est la formule que nous nous proposions d'etablir dans le 
present Ghapitre. G'est, pour la theorie generale de la structure des 
permutations, une formule fondamentale. Nous Tavons exposee pour 
la premiere fois dans une courte Note que notre illustre maitre, 
M. Hermite, a bien voulu presenter (*) a I'Academie des Sciences. 

IV. — Triangle des nombres P. 

16. La formule fondamentale qu'on vient d'etablir subsiste» telle 
quelle, pour toutes les valeurs de s superieures a 2. 

Lorsque s est egal h 2, elle se reduit a I'egalite 

P/i,j= 2P;t_i,j-h aP/»-i,i, 

(|u'on pent etablir directement par des raisonnements analogues a ceux 
qui precedent. 



(») Le 10 d6cembre i883. 
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Lorsque 5 est egal a i, la formule fondamenlale se reduit a Tegalite 

que Ton peut regarder comme evidenlc, puisque Ton a loujours, evi- 
demmenl, 

17. Cetle formule fondamenlale, etendue ainsi k toutes les valeurs 
possibles de s, resout parfaitement le probleme que nous nous sommes 
propose. Elle nous donne, en effet, un moyen rcgulier et simple pour 
calculer, de proche en proche, les nombres P;,^,, et, par suite, comme 
nous le verrons (25), les nombres M;,,^^,,^'. 

Bornons-nous aux nombres P„,,. Ces nombres no sont autre chose 
(|ue les diverses valeurs d'une variante a deux indices. lis constituent 
tons ensemble une Table a double entree; et, grace a notre formule 
fondamenlale, cetle Table peut s'obtenir facilement, a {'aide d'un pro- 
cede tout a fait analogue a celui qui nous donne le triangle de Pascal. 

18. Supposons, ecrits sur une memo ligne, les nombres P„_,,, qui 
correspondent aux differentes valeurs de s; et, au-dessous d'eux, sur 
une seconde ligne, les nombres P„,, qui correspondent aux memes 
valeurs de s. Ces deux lignes presentent cet aspect 

*/i--l,l> *n-l,J> '/»-!,»> •••> 
*/i,lj *rt,l> */»,3» •••» 

et Ton voit que notre formule fondamenlale nous donne cbaque termc 
de la seconde ligne en fonclion du terme de la premiere qui est juste 
au-dessus, et des deux termes places a la gauche de ce dernier. On 
pourra done former facilement un triangle des nombres P„,„ dans 
lequel les nombres d'une meme ligne correspondront a une meme 
valeur de n, et les nombres d*une meme colonne a une meme valeur 
de s. 

II est commode, pour former ce triangle, d'^crire, au commencement 
de cbaque ligne, la valeur correspondante de n, et, au haul de chaque 
colonne, la valeur correspondante de s. Lorsqu'on a pris ces precau- 
tions, la regie de formation du triangle peut s^enoncer ainsi : 

Chaque terme est igal a celui qui est au-dessus, multipUe par le 
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numero de la colonne oil il se trouve; plus le terme qui est a la gauche 
du precedent^ multiplie par 2 ; plus le terme qui est a la gauche de ce 
dernier^ multiplie par la difference des numeros de la ligne et de la 
colonne qui se croisent sur le terme quon est en train de cnlculer. 

19. Ed prenant les precautions et appliquant la regie qu*on vient 
d'indiquer, on oblient le triangle que voici : 
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20. Le calcul qui donue le triangle ci-dessus est susceptible de plu- 
sieurs verifications : d'abord, le premier terme de chaque ligne est tou- 
jours egal a 2; ensuite, le dernier terme de la ligne n est toujours egal 
au nombre des permutations alternees de n elements; enfin, la somme 
des termes de cette meme ligne n est toujours egale au nombre total 
des permutations de n elements, c'est-a-dire au produit 1 .2.3. . ./i. 



V. — Bermutations sym^triques. 

21. Lorsqu'on examine le triangle qu'on vient de former, on s'aper- 
coil qu'il ne contient que des nombres pairs; et Ton est conduit, par 
induction, a enoncer ce tbeoreme : 

Le nombre des permutations de n elements qui prdsentent s sequences 
est toujours un nombre pair. 

Ce theoreme se demontre immediatement, de proche en procbe, el 
en toute rigueur, a Taide de notre formule fondamentale. On pent 
aussi le deduire de ce fait remarquable que les permutations de n ele- 
ments qui presentent s sequences sont symetriques deux a deux. 
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22. Consitlerons, en effet, une queleonque des permutations iles 
n premiers nombres; tpa^ons-en la representalion grapliique; cl. Jiu 
milieu (ie la figure ainsi formee , menons une pariillele ii I'axe des 
abscisses, a egales dislsnces du sommel Ie plus liaut et du sommcl Ie 
plus bas. 11 est elair que la liauleur de cetle parallele. au-iiessus de 
eel axe des abscisses, sera mesuree, a I'echelle employee, par Ie 
nombre — ; — II est clair aussi que, si n est pair el egal a av, la lignc 
brisee representanl la permutalion aura v sommels au-dessus de celle 
parallele et v sommels au-dessous; que si n est impair et egal a av -t- i . 
celte ligne brisee aura, en oulre, un sommel el un seul sur cetle pa- 
rallele meme. 

Cela pose, contruisODS, par rapport a la parallele que nous avous 
nienee, la figure symelrique de la ligne brisee eonsideree. Nous oble- 
nons une nnuvelle ligne brisee, el ceile ligne represenle une nouvelle 
permutation, de faQon que noire ligure nous ofTre finalenient deux 
lignes brisees, symelriques Tune de I'aulre, et represenlant deux per- 
iiiutalions. 

Ces deux permutations seront, pour nous, deux permutations syme- 
lriques. A la i'aQon dont on les a oblenues, il est evident que leurs se- 
quences sont en meme nombre, de memes longueurs, el se correspon- 
dent chacune a cbacune ; it est non moins evident que les maxima de 
Tune correspondent aux minima de I'aulre, el reciproquemeni. 

23. De ce procede geomelriqiie d'obteuir la permutation symetrique 
d'une permutalion donnee , on peut deduire un procede purement 
arithinetique. 

Si Ton considere, en elfel, les nombies qui occupent la meme place 
dans deux permutations symelriques, les sommels correspondanis des 
deux lignes brisees qui les representent seronl deux points symelriques 
par rapport a la parallele que nous avons menee: la droit,e qui les joint 
aura son milieu sur celte parallele. et, par suite, la demi-somme des 

ordonnees de ces deux sommets sera egale a " La somme de ces 

ordonnees sera, par consequent, n -i- i ; et les nombres correspondanis 
des deux permutations ayant pour somme n + i . chacuu d'eux sera ce 
qui manque a I'aulre pour faire celte somme n -h i . 

Aaa.dt lEc. !farmaU. 3'Serie, Tome 1. — A*(|1L iHR^. '7 
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lie lii CO procLMlii pureinentaritlimolifjue, qai nons a ete imI'K|ue par 
M. Frilz Hofmann. ()e Municti : 

Ktant donne-f. ime permulalion e/es n premiers muiibres it mff't. pour 
oblenir la permulalion symetrique, de remplacer chacun de ces nombres 
par ce qui lui manque pour /aire n 4- i . 

24. On simplifierall un peu le passage rl'une permutation de n ele- 
ments a la permutation symetrique, en clioisissant ponr elemenls. non 
plus les n premiers nombres, mais un systeme de nombres deux a deux 
egaux et de signes eontraires, auxquels, si n etalt impair, on adjoin- 
drail le zero. Toule permutation de ces n nouveaux nombres pourrait 
aussi etre representee par une ligne bi-isee ; mais alors la parallele 
que nous avoiis consideree voinciderait avec I'axe meme des abscisses; 
les lignesbrisees rcprcsentant deux permutations symetriques seraient 
symctriques par rapport a cet axe. et, pour deduire d'une permutation 
quelconque la permutation symetrique, il sufGrait de liianger. dans 
la permutation donnee, les signes de tous les elements. 

25. Quoi (ju'il en soil, de ce que les permutationsde n elements sonl 
syuietriqucs deux a deux, et, par consequent, vont par couples, on 
dedtlit immediatement ce fait bien conuu que ces permutations sont 
to u jours en nomlire pair. 

De ce que deux permutations symetiiqucs presentent le meme 
nombre de sequences, on deduit que les permutations (n, s) sont aussi 
toujours en nombre pair, ce qui conslilue justement ie tlieorfeine 
enonce plus haul. 

Enlin, de ce que les maxima d'une permutation correspondent aux 
minima de la permulatiou symetrique et reeiproquement, on couflut 
que les permutations [n, 7 + i , <jj sonl en meme niinibre que les per- 
mutations [n,. (7, + i], et, par suite, si Ton se reporle it ce qui pre- 
efede (8), que Ton a identiquemeiil 



M.„.-, 



^M„,,,,^,3r;|>„ 



Cette double identile, joinle a I'ideDtite irouvee deja (8), 
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nous donne le moyen d'ecrire les valeurs des nombres M, dcs que nous 
connaissons celles des nombres P. 



VI. — Propriiti remarquable des permutations. 

26. Si, dans le triangle des nombres P,,^, on considereunelignequel- 
conque autre que la premiere ou la seconde, el que, dans celte ligne, on 
fasse, d'une part la somme des termes de rang pair, de Tautre celle des 
termes de rang impair, on constate que ces deux sommes sont egales. 
On est conduit, par ce resullat, a ^noncer le theor^me suivant : 

Parmi les permutations de n eUments, it y a autant de permutations 
ay ant un nombre pair de sequences que de permutations en ay ant un 
nombre impair. 

27. Ce theoreme exprime une propriete tres remarquable, ce me 
seinble, des permutations de n elements. 11 n'est etabli que par induc- 
tion. Pour le demonirer en toute rigueur, nous posernns 

I /i,l~H P/i,4"+" P|i,6"+" • • • "^ P|i,T^= W/M 

designant par Q et par t, respectivement, le plus grand nombre impair 
et leplus grand nombre pair non superieurs a /i — i. 

28. Cela pose, considerons la premiere somme V,,. Si nous rempla- 
Qons successivement, dans noire formule fondamentale, I'indice s par 
toutes les valeurs impaires i, 3, 5, ..., d, qu*il est susceptible de 
prendre, nous obtenons les egalites 

P«,, = 3P„_,., + 2P„_,.,-h(/i-3)P„-,,„ 

P«,5 = 3P«-1.|-*- 2P„_,,4H- (/I — 5)P«_,.3, 



P„,e = e P;,_,,, -h 2 P«-i.*-i -h (/I — 6) P„_,,,«„ 

dans la derniere desquelles P,^i.e est nul, lorsque 6 est egal a /i — i. 
Additionnons membres a membres toutes ces egalites, nous trou- 
vons, npres quelques reductions, pour ainsi dire evidentes, 
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29. Donnons de meme a Tindice 5, dans notre formuie fondamen- 
tale, toutcs les valenrs paires 2, 4« 6» •••1 ' qu*il est susceptible de 
prendre, nous'obtenons les egalites 

P«,v= 4P/,-i,i-H- 2P«_,,, -h{n — 4)P«-i.i 

P„.«=6P„_,,e4-2P«_,,s -h{n-6)Pn-u,, 



dans la derniere desquelles P„_i,t est nul., lorsque t est egal a n — i. 
Addiiionnons, membres a membres, toutes ces egalites, nous trou- 
vons, apres quelques reductions, 

30. Les deux relations que nous venons d'obtenir, entre les sommes 
V,M VV„, V„_, et W,,_,, sont tout a fait analogues Tune k I'autre. Si 
nous retranchons membres a membres la seconde de la premiere, nous 
trouvons Tegalite 

Cette egalite nous fait voir que la difference Yn — Wn est nulle lors- 
que n est egal a 4- H s'ensuit, d'apres cette meme egalite, que cette 
difference est nulle aussi pour toutes les valeurs suivantes de n. Et le 
theoreme, qui fait Tobjet du present Chapitre, se trouve ainsi rigou- 
reusement demontre. 



VII. — Nombre moyen des sequences. 

31. Supposons forme le Tableau complet des permutations de ft ele- 
ments, et cberchons le nombre total S^ des sequences qui y sont con- 
lenues. JS'ous avons evidemment 

et ii s*agit de calculer le second membre de cette egalite. 

32. Pour y arriver, ecrivons les unes sous les autres, en les dedui- 
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sant de notre furmule*fondamentale) les /i — i egalites suivantes : 

P«,v = 4Pii-t,4H- 2P„-i,,4- (n — 4)P»-i,t, 



* /i./i-j — ('I — 2)P„_i^rt_, H- 2P;,_i,,|_, -4- 2P;,_i,„_4, 

Si nous muUipIions les deux membres de la premiere de ces egalites 
par f , les deux membres de la deuxieme par a, ceux de la troisi^me 
par 3, et ainsi de suite, puis, que dous ajoutions membres k membres 
toutes les egalites ainsi multipliees, nous obtenons, aprfes quelques 
simpliiications faciles, I'identite 



S, =^ [(n -^ 2)* 4- 2(/l - I)]P„.„ 



1 k 

ou bien 

n-t n-t 



S„ = (/I — 2)y A:P^_i,;t-^ a(« - OV P«-i.A. 



i k i k 



Or, dans cette derniere egalile, le premier 1 n'est autre chose que le 
nombre total S^., des sequences contenues dans le tableau des permu- 
tations de n — I elements ; le second 1 n'est autre chose que le nombre 
m^me {n — i)! de ces permutations. Done nous avons identiquement 

S« — (/i — 2)S„_, 4- 2(/i — i) (n — i)I 

33. Cette formule nous permet de calculer de proche en proche, par 
voie recurrente, les valeurs successives de S„. Elle nous permet aussi 
de demontrer que Ton a, quel que soit ft, 

C 2/1 — I , 

En efTet, cette expression de S;, est evidemment exacte lorsque n est 
egal a 2; et la formule consideree nous montre que si cette expression 
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est vraie pour une valeur quelcoDque de n, elle Test aussi pour la va- 
lour suivante. 

34. Le nombre S„ ainsi oblenu, il sufiit> pour trouver le nombre 
moyen des sequences d*une permutation de n elements, de diviser le 
nombre total S;, des sequences par le nombre total n ! des permuta- 
tions. En faisant cette division, on obtient, pour la valeur moyenne du 

nombre 5 des sequences, Texpression — ^^- • 

Comme, dansloute permutation, la somme |x + fi' du nombre des 
maxima et du nombre des minima depasse toujours d*une unite le 
nombre 5 des sequences, la valeur moyenne de la somme jx + fi', dans 

une permutation de n Elements, est 6gale ii ^~ — h i, c'est-k-dire 



, in 

a — 



3 
Si Ton considere a present les rapports - et ^"^ ^ > on voit qu'ils 

ont pour valeurs moyennes respectives ^^~"' et ^'^J^^ \ et il est Evi- 
dent, lorsque ncroit indefiniment, que chacune de ces fractions tend 
vers la limite \. 

35. Dans la seance de I'Acad^mie des Sciences du 6 septembre 1875, 

J. Bienayme a fait connaitre la valeur probable du rapport - dans les 

permutations de 71 elements. La formule qu'il avait donnee, sans de- 
monstration, a ete demontree, des la stance suivante et de la laQon la 
plus elegante, par M. J. Bertrand. La valeur probable , donnee par 
J. Bienayme, se confond, comme cela devait etre, avec la valeur 
moyenne que nous venous de trouver. 
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Par M. p. APPELL, 
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MAITRB DE CONFERENCES A L ECOLE NORSIALE. 



Ce Memoire a pour objet Tetude des fonctions doublemeot perio- 
diques de troisieme espece et plus particulierement la decomposition 
de ces fonctions en elements simples. II se termine par quelques re- 
marques sur certaines fonctions d'un point analytique {x^y) qui peuvent 
etre considerees comme la generalisation des fonctions obtenues en 
remplaQant I'argumetit d'une fonction doublement periodique de troi- 
sieme espece par Tintegrale elliptique de premiere espece correspond 
dante. 

Les principaux resultats demonlres dans ce Memoire se trouvent 
indiques dans une Note que j'ai eu Thonneur de presenter a TAcademie 
des Sciences le 17 decembre i883. 

Soil 9(2) une fonction uniforme de la variable imaginaire z veri- 
fiant les deux equations 

cp(c-+-2K) =:e««-»-*^(5), 



( » ) roir^ au sujet de ces fonctions, diff6rentes Notes de M. Hermite dans los Comptes 
remlus des ann^es 1861 el 1862. Foir aussi la Thfese d* Analyse pr6sent6e a la Faculty des 
Sciences de Paris par M. Biehler, avril 1879. 
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a, h, a\ h elant des constantes. Si Tod pose 

on pourra loujours (*) determiner X elX' de fa^on que 

(I) /(5-i-2K)=/(5), /(5 4-2iK') = e^^"V(^). 

oil A est necessairement de la forme 

/n designant un eAz/ierposilif, negatifou nul. 

Lorque ce nombre m est nul, la fonction/(z) est, d'apres les deno- 
minations introduites par M. Hermile, une fonclion doublemenl perio- 
dique de premiere ou de seconde espece; de premiere si e® est egal a 
I'unite, de seconde si ^ est different de Tunite. M. Hermite a donne 
des formules de la plus haute importance pour la decomposition en 
elements simples de ces fonctions de premiere et de seconde espece. 
Nous nous plaQons ici dans Thypothese m\o\ dans ce cas, la fonc- 
tion j\z) est une fonction doublement periodique de troisieme espece. 
Si nous supposons que cette fonction soit meromorphe, c*est-a-dire 
qu'elle n'ait a distance finie d*autres points singuliers que des poles, 
la difference entre le nombre des zeros et le nombre des intinis qu'elle 
possede dans un parallelogramme des periodes 2K et aiK' est egale 
a m\ en effet, en vertu des relations (1), Tintegrale 



2 






prise sur le contour d'un parallelogramme des periodes est egale a m. 
Si done m est positif,y(z) a plus de zeros que de p6les, el en particu- 
lier il existe des fonctions enliferes verifiant les equations (1); si, au 
conlraire, m est negatif,/(s) a plus de poles que de zeros, et il n*existe 
pas de fonctions entieres verifiant ces equations. Dans les deux cas, 
nous nous proposons de decomposer y(z) en une somme d'elements 



(*) roiTf par exemple, Theorie des fonctions eUiptiques de MM. Briol et Bouquet, 
p. a36. 



r 
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siinples n'ayant chacun qu'un pole dans un parallelogramme des po- 
riodes, et en une parlie enliere s'il y a lieu. 
Comme m est suppose different de zero, nous pouvons poser 

^ ' -^ \ niTaJ ' 

ceKe fonction Y{z) verifie alors les deux relations 



(2) F(c-f-2K)=:F(5), F(54-2/K')=:e ^ F(5); 

c'esl celle fonction F(:3) que nous allons decomposer en elements 
simples. Les circonstances qui se presenlent sont entierement diffe- 
rentes suivant que m est posilif ou negatif; nous allons examiner suc- 
cessivement ces deux hypotheses. 



I. m>o. 

1. Supposons d'abord que la fonction Y{z) soit meromorphe; si 
eile devient infinie en p points d*un parallelogramme des periodes, 
elle s'y annule en [p -h m) points. 

Soient, dans ce cas» 

les zeros de Y{z) dans un parallelogramme des periodes, 

les infinis dans ce meme parallelogramme; ces quantites sont liees par 
la relation 

(3) Ip — 2a H- /wK =:z 2/lR 4- 2«'/K', 

1^ designant la somme des zeros, 2a celle des infinis, n et n' des 
enliers. En effet, dans ces hypotheses, la fonction F{z) peut, d'apres 
les notations de Jacobi, se mettre sous la forme 

ecrivons que cette fonction F{z) salisfait aux relations (a), en nous 

^nn, de i'Ec. Normale, Z* Serie. Tome 1. — Avbil 1884* '^ 
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r^ppelanl les formules 

H{z-h2K)-.-n{z\ n(z-\-2iK')—-'e~ ^ H(c), 

dans lesqiielles q =e ^ . Nous oblenons Ics deux relations 

(— l)'"e*'^*— I, (— i)»»^ K — <7"»; 

ces deux relations donnent : la premiere 

2/iK =^ nmi — a/i'n/*, 



la seeonde 



2/11K -f- -=- (sp — Sa) =r— miTi h'^imzt; 



en eliniinant A enlre ces deux dernieres equations, on trouve la ibr- 
mule (3) a demontrcr. 

II peut se faire, en parliculier, que Ic nombrc/? des infinis soit nul; 
la fonclion F(:3) est alors entiere et admet m zeros 

Pl> Pit • • •> P/n> 

dans cc cas la formule (3) devient 

r3') ?, I- ?i-f-...-+-?;„-h/«K-2/iK-+-2n'iK'. 

2. Ceci pose, oecupons-nous d'abord des fonclions entieres verifiant 
les relations (2); rapplication du developpement en serie de Fourier 
et la methodc des coeineients indetermines fournissent immedialement 
la fonction enliere la plus generale verifiant les equations (2); celte 
fonction est une fonction lineaire homogene a coeflicients constants 
de m Tonctions spcciales (*) obtenues comme il suit. Posons 

■ n — 4- 00 
vR SI _-^ ntn T SI 

(.V) i'i'"^(c) — e"»^ \ e ^ ^m/i(/»-i)4-jiiv^ 

/I -^ — • 

oil q designe, comme plus baut, la quantite e *" et oil v est un enlier 



( 1 ) Foir le Gours profess^ k la Facultc des Sciences de Paris par M. Hermile, i^ ^dilion, 
p. 166. 
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quelconque. On voit immediatement, en changeant, dans la serie (4)- 
/I en n -i- f, que Ton a 

il n'y a done que m fonclions^v'" (-) dislincles, oblenues en donnant, 
a V, m valeurs enlieres consecutives; par exemple, les fonciions 

oblenues en faisant v = o, i, 2, ...» (m — i). Toutes ces fonctions 
verifienl les relations (2); elles peuvent s'exprimer toutes a I'aide de 
Tune quelconque d'entre elles : ainsi 

conime on le verifie immediatement. La fonction enliere <^{z) la plus 
generale verifiant les relations {'?.) est alors 

avec m coefiicienls arbilraires Xo, X,, ..., y^m-i- Toutes ces fonctions 
peuvent, d'ailleurs, s'exprimer a I'aide des fonctions 0, comme lemon- 
trenlMM. Briotel Bouquet a I'endroit deja cite plus baut(*). Cbacune 
des fonctions (5) a, dans un parallelogramme des periodes> m zeros; 
on pent determiner les coetlicienls X©, X,, ..., X,;,«, de fa^on que (/w — r; 
de ces zeros coincident avec des points donnes d*avance 

le dernier z^^ est alors determine, en vertu de Tcquation (3'j, par 
Tequation 

n et n! etanl deux entiers. 

Si Ton voulail exprimer dircetement que la fonction (5 j s'annule aux 
m points distincts 



( > ) On a, par exomple, ^^\z) - ^^c^^ lli( z 1. 

V7 



i/io 
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on obtiendrait m equations lineaires lionoogenes par rapport aux 
coefTicients 

et Ton trouverait, comme condition dc possibilite, que le determinant 



A=i 



60 \^l) 61 \^i) 






S\""(='.) 



{m)/ - 



^0 \^ni) S\ \**m) 



„K*n) (^ \ 

• •••••••a 

Sm-\ \^m) 



doit elre egal a zero; cette relation Iranscendante doit conduire a la 
relation (5'). Or cela resulte de ce que Ton a idenliquement 



mi:/ 



(6) 



A = Ae"'"""'^-^'"'H(- 



'm 



mK)YlH{zi-^zj), 



hJ 



le produit]^etant etcndu aux 



m{m — i) 



functions H(5, — z/)ayant pour 



'W 



arguments les differences des quantites 2,, z,j, ..., z,n deux a deux, et 
A designant une constante. Cette identite se demontre facilement : il 
sufiit pour cela de considerer le determinant A successivement comme 
fonction de z^, z^, ..., z^, et de remarquer que A eonsidere comme 
fonction de Zi verifie les relations (2) et s'annule aux (m — i) points 



'!» *»«> 



, *»/-!, '^i^ly 



'm 



et, par suite, d*apres la relation (3'), au point 

— (5i-H XJi-H. . .-+- 5/_i-+- 5/+1-H. -.4- Ztn-h mK). 

Cette identite (6) donne naissance a d'autres relations plus particu- 
lieressi Ton suppose qu'un certain nomhre des quantites 5,, z^, ..., z^ 
deviennent egales entre elles. Par exemple, si toutes ces quantites 
deviennent egales entre elles et egales a z, on obtient la relation 



ffr(.=) 




ff[""i=) 


dgT'( = ) 




dff'ri=) 


ilz 




(IZ 


1 d"-^ffr(= 


) 


d"-^g\""(z) 



dir['^'l^{z) 



^f? in 



dz 



dz"'-' 



dz 



HI -I 



dz"'-' 



\(-) 



m*r.:i 

Be~^H{mz 



rnK), 
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B dcsignant une constante qu'il serait facile d'cxprimer en fonction 
de A. 

3. Soil maiiilenant V{z) une fonction memorphe verifiani les rela- 
tions (2) : nous nous proposons de la decomposer en elements simples 
et en une partie entiere. L'element de la decomposition sera la fonc- 
tion 



iw wT — ai / 



H'(o) ll{z — ai)l{(z — ai),. .U(z — a,„^i) 



*l (zoL) — e ^'^ — -. ,-, --_^ "'^ "^^ "^' ^^ ni^iTJ.:, 

ym^-,«;-e H(;;-a) ll(a-«,)ll(a -«,)... lI(a-«,„^_,) 

les leltres at, a.,, . . . , «m designant des constanles arbitraires^ et a,„^i 
elant determinee par la relation 

( 7 ) «m+i = a 4- /?j K — ^1 — e?, — . . . — «;« ; 

aucune de ces conslantes a,, a^^ . . . , Um ne doit etre de la forme 
a -h 2/iK -h 2n'eK' {n et n' entiers), el leur somme ne doit pas etre de 
la forme mK -f- 2/iK -h 2/i'/K'. Alors la fonction ^mi^tO^) est une 
fonction de z admettant pour poles simples le point a et ses homo- 
logues a -h 2/iK -f- 2n'iK', avec le residu -+- 1 au point a; de plus elle 
verifie les deux relations • 



mftzi 



ainsi qu'il resulte des proprietes de la fonction H(;;). 

Mais il importe d*etudier aussi les proprietes de ^,„(2, a) considers 
comme fonction de a. En remplaQant a,^^., par sa valeur (7), on a 



'!'/«(-, a)— e 



'''' ^/*" ir(o) \\(z — rtr,)...H(5 — a,„) ir(c-h.9 — a — mK) 

H(^ — a) ll(a — ai)... H(a — a„J W{s — mK) 



oil 5 designe la somme ai 4- ^a -4- . . . -+- a^^. 

On voit que ^m(^9^)> considere comme fonction de a» admet pour 
poles simplesles points ol= z^ 0L = a^9 ..., a = a;„ et leurs homologues, 
le point z avec le residu — i; de plus, on verifie aisement que cette 
fonction satisfaitaux deux relations 

+/«(-, a H- 2K) =4;^(5, a), 



mnai 



4;„,(:;,a-h2eK') — e ^ K(-, «)• 
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II convicnt, pour ce qui suit, de former les residus de ^m{^y a) con- 
sidere comme fonclion de a relativcmeDt aux poles 

^i> ^j> • • • > ^//i* 
Designons par G^{z) le residu relatifau pole a = a^; nous aurons 

-^^-^■ir-^H(:;--a,)...lI(:; --^v-t)H(^~av+i)...H(5~£T^ H(5 -+-5 — flr^--mK) 
H(av— a,)...H(flrv — a,_|)H(av—av^-i)...H(av— ti/n) H(5 — mK) ' 

en faisant v = i, 2, . . . , m, on aura les m residus cherches. 

Chacun de ces residus Gy{z) est une fonclion entiere de z verifiant 
les equations (2); on pourrait done Texprimer a I'aide des fonc- 
tions gT\^) definies dans le numero precedent. 

Supposons alors que la fonclion proposee Y[z)y qui salisfail aux rela- 
tions (2) el qu*il s*agit de decomposer en lilements simples, admelte, 
dans un parallelogramme des periodes, les/? pdles simples a,, Aj* --m 

(Xp avec les r6sidus respeclifs R,, R^ R^,. Considerons la fonclion 

de a 

cetle fonclion de u admet les deux periodes 2K et 2eK' : en efTet, 
chacun des facteurs F(a) et ^,a(^9 a) admet la periode aK, el, lorsqu*on 



m ra i 

— V I' 



augmenle a de 2fK', le premier facleur est mulliplie par e "^ , le 



III Vt I 



second par e "^ , et leur produit ne change pas. La fonclion ^'(a) elant 
doublement periodique, la somme des residus de cette fonclion relatifs 
aux poles silues dans un parallelogramme des periodes est egale a ^ero. 
Je puis supposer que le point z, les poles oc,, otg, .. ., ap de F(a) et les 
conslantes ai, ^2* •••• ^m soientdans un meme parallelogramme ele- 
mentaire; ces differents points seront alors les poles de W{ot) dans un 
parallelogramme des periodes; les residus correspondants de W{^} 
sont : . 

Pour le point z, 

pour les points 6C|, a^i^ • • • » ^/>9 

Ri4'/if(->«i)» Rj4'm(-,«i), ..., Rp4'm(^,«»); 
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pour les points a^. a^, ...» a^^ 

» 

F(a,)G,(c). F(a,)G,(-), .... F (a,,,) (;„,(;). 

Puisque la somme de tous ces residus est nulle, on a Tequation 

(8) F(s) = R,^<,„(5,a,) + R,4-,„(i;, a.) -)-...+ lip ^/„,(5,»p)-(-G(s), 

G(z) (lesignant la fonction entiere 

(8') G{z)^¥(a,)G,{z)-h¥ia,)G,{z)-i-...-hF{a„,)G,n{^). 

La fonction F{z) est, par cetlc formule (8), decomposee en une 
soinme (relements simples 

n*ayant chacun qu'un pole dans un parallelogramme des periodes, 
augmeniee d'une fonction entiere G(z) definie par I'equalion (8'). 

Jusqu*a present nous avons laisse les m quantitcs a^ a2» .... a,n 
entierement arbitraires; dans une application on pourra particulariser 
ces constantes, de faQon a simplifier la formule obtenue. Par exemple, 
si la fonction F(:;), qui posscde dans un parallelogramme des periodes 
(m •+- p) zeros, admet m zeros distincts connus, on pourra prendre a,, 
dj, •.., a,n egaux respectivement a ces m zeros, et alors la parlie 
entiere G{z) sera nulle, puisque tous les facleurs F(a,), F(a2), ..., 
Y{am) seronl nuls. 

Dans ce qui precede, on a suppose les constantes a,, ^2, . • . , a^ dis- 
tinctes k des multiples des periodes pr^s. S*il n'en etail pas ainsi, la 
forme de la partie entiere G{z) devrait etre modifiee. Ainsi, en sup- 
posant par exemple aa = ^i» Ic residu de H''(a) relalif a rinfini a = «, 
n*est plus F(/y|)G,(2); ce residu prend une nouvelle forme dependant 
de F('a, ) et F'(a,). Mais je n*insiste pas sur ce fait qui offre pcu d'in- 
teret, en me bornant a remarquer que, dans tous les cas, on pourra 
prendre les constantes a,, a^* .. . . «m egales a m zeros distincts ou non 
de F(2), et qu'alors la partie entiere G{z) sera toiijours nulle, car 
le produit designe par ^'(a) ne deviendra plus infini pour a — ai, 

4. II est plus important de se rendre compte des moditicalions que 
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subit la formule de decomposition (8) quand la fonction F(:;) admet 
des poles d'un degre plus eleve que le premier, Supposons que le 
pole ^ = a, soit d'ordre r el que, dans le voisinage de ce point, on ait 

F,(:r) elant holomorphe dans le voisinage de a|. Si alors nous nous 
reportons a la fonction de a 

nous voyons que cette fonction admet le pole a = a, au degre r; pour 
avoir le residu de cette fonction relativement a ce pole, il sufTit de 
prendre le coefficient de 



a — a. 



dans le produit des deux developpements 

F(«) = ^-+"7 —^ -+-... H- 7 r7:-+-F,(a), 

a — a, (a — aj)* (a — a,)' ^ ' 

^'mC-, a) = '^m(^9 ai) -^ (« — ^l)^'m{^f »1 ) + • • • 

1 .2. . .(r — i) ^"* ' 

On trouve ainsi que ce residu est egal a 

c'est done par cette somme qu'il faudra remplacer le terme R, ^«,(2, a, ) 
dans la formule de decomposition (8). 

5. On obtiendra, par les memes methodes, une formule de decom- 
position pour le cas ou la fonction F(;;) admet des points essentiels 
isoles; il suffira, par exemple, si 5 = «« est un point singulieressentiel 
isole, de supposer dans le paragraphe precedent r= ao . En effet, un 
point essentiel isole a, est un point tel que, dans un certain domaine 
de ce point, il n'y ait pas d'autre point singulier; on aura done, dans 
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ce (lomaine. 



F(.) = F.(.)-i-^^^ 

v = I 



F, (c) etanl holomorphe dans le voisinage de z = ot^. Le residu de la 
fonolion 

relatif au point sipgnlier essentiel isole a|, sera par suite 



V = 



(9) ^ 



R'r"^'-- •'(-,«.) 



I .2. . .(v — I) 

v=.l 



- y 



^^,'~^^{z, a) designant, comnie preccdenimeni, la derivee d'ordre (v — i) 
de ^mi'^f^) par rapport a a; et c'est alors par celle quantite (9) qu'il 
faudra remplacer le lerme R|'}w(s,ai) dans la formule de decompo- 
sition (8). 

En parliculier, I'expression la plus generale d'une fonction uni- 
forme V{z) verifiant Ics relations (2) et n'ayant qu'un point singu- 
liera^ dans un parallelogramme des periodes, s'obtiendra en ajoutant 
a la scrie (9) la fonction enliere <P{z) definie par la relation (5). 

La fonclion la plus generale verifiant les relations (2) et ayant 
/> points singuliers dans un parallelogramme des periodes sera la 
somme de p fonctions de la forme (9) n'ayant chacune qu'un point 
singulier et d'une fonclion entiere de la forme (5). 



II. m<Co. 

6. Supposons maintenant que, dans les relations {2), msoit negatif 
el faisons 

/// = — |X, 

/x etant un entier positif. La fonction F(3) qu'il s'agit de decomposer 
en elements simples verifie alors les deux equations 

(10) F(c4-2K)=:F(5), F(c4-a£R') = e^F(5), 

^nn, de i'Ec i\ormaU, 3« Serie. Tome I.— Mai 1884. I<) 
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Daus r^tude que nous allons Taire de ces functions, le role priDcipal 
apparlient a certaihes fonctions uniformes de deux variables indepen- 
<lantes dont nous allons nous occuper tout d'abord. 

7. Designons par x ei y deux variables complexes independantes, 
par jx un enlier positif, et considerons la fonclion de x eiy definie par 
la serie (*) 

n = ^-« Ti:r-Y)i 



.{.r—Y)i 

ou bien 



n — — to e * — <?''* 



/I = -+-•» 



{«•') ■/••'(•^'^^')= Jk" y * * r''"'-"(^ol~(jr-y-2,nK'), 



n — — ' 



K- 

u-r- 



OU, suivanl les notations de Jacobi, q = e *" . Celte serie (i i) est con- 
vergonte pour loutes les valours de x q[ y, a Texception de celles qui 
sont donnees par la formulc 

a: — j~ 2/iK + 2/<'/K' {n et /i' eiiliers), 

ct pour lesquelles Tun des terines de la serie devient iofini. 

Si Ton eonsidere x comme une constante et y comme variable, la 
function X|i(^»^) est une fonclion uniforme de y n'ayant a distance 
finie d*autres points singuliers que des poles du premier ordre, a savoir 
les points 

y::^ JC — 2 /J R — 9.n' iK'; 

le residu de celte fonction relatif au pole j^o? est egal a — i. Elle 
veriBe les deux equations suivantes, qui s*etablissent aisement : 

(12) ^yi 

' Xj*!-^* v^-2/K') - e ^ /i.(.r,j), 

equations qui montrent que Ton pourrait exprimer cette fonction de v 
a Taide des fonctions e {voirn^ 11). 



(») Dans la Note du 17 d^cembre i883, j'ai considerd le cas particulier ou .^ = 1; dans 
c^lte Note, la fonction Xi(^»/) ®sl d68ign6B par x^-^?/) s^ins indice. 



SUR LES FONCTIONS DOUDLEMEST PERIODIQUES DE TROISlfeME ESPfeCE. \f\'] 

Si Ton considere, au conlraire, y comme line constantc ^\,x comme 
variable, il sc presenle des circonslances entierement difierenles. La 
fondion Xut(^»T) ^st alors une fonclion uniforme de x n'ayanl a dis- 
tance finie d'aulres points singuliers que des poles du premier orJre, a 
savoir les points 

le residu de cettc function rclalif au pole x =y est egal a 4- i. Elle 
verifie d'abord Tequalion 

(i3) yj.(^ + 2K,r)=:x^(jr,7), 

puis Tequalion 

j*«j'/ . / Iter/ y ^ . [L — \\r..ri 

(«4) { =«"*^/>(-'^.r)-^i'+« " .W(/)-^«"~~'^~~<rr(.>') 

~ ^ e ^ ^f(y)-,,,^ ^ «^^J1,( r), 
ou les |x functions 

sunt celles qui unt ete definies dans le n^ 2, equation (4). 

Pour deinonlrer cctte relation fundainentale (i4)f remarquons que 
la serie (i 1) nous donne 



/I --- -f- ac 



X,(a:-+-2«K',J)~^ y e "^ q-^nln-l) 



g<.r — y)/ 



»( .r— .y)< 



OU, en cbangeant /? en w 4- i, 









'K{x—y)t 



/i^— • e "^ — /y'" 



Si nous formons alors la difference 

Jilt J*/ 
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nous voyons que cette difference peut s'ecrire 



n = -4-aD 



'*' iS 



( it'-r - Y )i \ [ nr(.r — v)/ \ 

. .-nr-^^e„)(y,„._e-nr— ) , 



%(x—yM 



/! = — ac e '^ — flr"* 



en posant, pour un moment 



« ( J* — V I I 



(17) e ^ =.t, q'-"-^u, 

on Yoil que, dans la somme (16'), le cueilicient de 

Q k q'^inn-l) 

s'ecrit 

, 

t — u 

c'est-a-dire, en effecluant la division, 

ou encore 

La somme (iC) peut done s'ecrire 

^ • ^ %.^* [* ' w -f- 1 > T.ri 

(16') — r^ / ^ *^ ^i^'f^-^^/s* 4- 2^!*-*// 4-.. .-+-•>>///*'-* 4- //:*): 

celle serie se partage en (fx -t- 1) series qui sonl, en remeltant pour / 
et u leurs valeurs (17) : la premiere, 



/! = — » 



la deuxieme, 



~' K ~tr 



^_ (fc n r vi ( {1 — i I r .rt 

\ e *^ q'^iiri-\)^tn — __ "IL f. K ^r'j*'( V); 



/I = — ' 
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el ainsi de suite, la (v -h i)*^"**, 



{\L — v»ir.r/ vie VI _-_ ^nryt 






nz= - 3D 



c'est-a-dire 



(a — vlltj-i 



-^^ ' gl^'{y)l 



enfin la derniere ou (jm 4- 1)»"°« de ces series est 



T.I Y 



jjL»n-t-!)i:,vi 



e *^ ^jin(/n-l) 



9 

n ^ - X 



e'est-a-dire 

comme on le voit en changeant /i en /i — i. 
La difference (i6) est done 



T.I '^-r— , . , . Tl 



( |i — V < t: ,»■ I 



ce qui demonlre la formule (i4). 

Dans le cas parliculier oil jui= i, la fonetion Xv-i^^y) devient 



/i('^',.>') = 





fl =-»-3D 






*{ar — Y)i 


aK 

i 


1 


nry 

e " 


1 


x{jr — y)i 



OU, sous la deuxieme forme, 



n— +-» 

nr.y I 






nr= — » 
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<'elle function verifie les relations 



r vi 



y,(^, v-h2K)=Xi(a', v), /i(jr,j-h2iK') = e *^ Xi(^, v^ 

X,(a;4-2K,v) = /i(.r,r), 



on 



/i«y* , Kyi 






/I - -w 



On conclut de la derniere de ces formules la consequence suivanle : 
si Ton fait y = K, on a 

H,(j') = o; 
done la fonclion 

verifie les deux relations 

X,(.r4-2K,K) =:y,(.r, K), 

n.r/ 

X,(^ -+- 2£K', K) = e "^ x,(.r, K), 

<'ar le terine complementaire 

est nul pourj=:K. D'autre part, la fonction g[*\or) verifie les deux 
relations 

et cette fonction ^o (^) s'annulc aux points 

^ = K -h 2/iK4- 2/i'/K', 

(|ni sont les poles de /|(if, K). Le produit 

<»sl done une fonction entiere de a? doublement periodique, c'est-a-dirc 
nne constanle P. 
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On a done 



Sk 



en muhipliant les deux memhres par x — K, puis faisaol x=K, on 
Irouve 

equation qui donne P. 

L'expression que nous venons de trouver pour ;^| [x, K) s'oblien- 

drait facilement en appliquant, a la fonclion -777?"^' '» formule de 

decomposition en elements simples que nous allons maintenanl eta- 
blir. 

8. Supposons que Ton ait une fonclion uniforme F(z) satisfaisaut 
aux relations (10) et admettant, dans un parallelogrammc des periodes, 
les/? poles simples a,, a^, ..., a^ avec les residus respeclifs R,, R^, .. , 
R^. Pour oblenir une formule de decomposition de cette fonction v\\ 
elements simples, eonsiderons le produit 

*(7) = F( v)x,.(^,j); 

la fonction ^{y) ainsi definie admet les deux periodes aK et 2/K'; en 
cfTet, chacun des facleurs F( v) et/,i(a:, j) admet la periode 2K, el lors- 



J»«VI 



qu'on augmente y de 21 K' le premier factcur est multiplie pare ^ , \v 



i*«r' 



second par e *" , ct leur produit ne change pas. La fonction *(j) 
etant doublement periodique, la somme des residus de cette fonclion 
relatifs aux poles situes dans un parallelogramme des periodes est ^gale 
a zero. Je puis supposer que le point x est dans le memc parallelo- 
gramme des periodes que les poles a,, a,, ..., a^; la fonction ^[y] aura 
alors, dans ce parallelogramme, les poles 



Xf *1, *5> • • • > */* 



avec les residus suivants : 
Au point J = a?, 



F(a;); 
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aux points a,, ao, . . . , a^, 

Puisque la somme de tous ces residus est nulle, on a Inequation 

(i8) V{x) — R,X5.( J-, ot|) 4- RiXH^(a:, otj) 4- . . . 4- U/,X^(^, ^p) 

qui fournit la formule de decomposition cherchee. 

Mais il importe de remarquer que, tandis que dans la formule de 
decomposition (8) les residus etaicnt independants des poles corres- 
pondants, il exisle actuellement jx rcfc/io/w entre les residus R,, R^, ..., 
R^et les poles a|, a^, ...^a^. En effet, considerons Tune quelconque des 
fjL fonclions ^v^^(7), v = o, i, 2, ,.., (|jl — i), definies par les equa- 
tions (4), et formons le produil 

cc produit est une fonction doublemenl periodique de j', car ¥{y) et 
gT{y) admettent la pcriode 2K et lorsque y augmente de 21K', F( v) 

est multiplie par e *^ et gT{y) P^^* e "^ . La somme des residus de 
ceitc fonction (19) relatifs aux poles a,, a^, ..., a^ situes dans un paral- 
lelogramme des periodes est done egale a zero; ce qui donne la rela- 
tion 

on faisantsuccessivement v = o, i, 2...(jui — i),on obticntainsi |jl rela- 
tions entre les residus et les poles correspondants. 

9. Ces relations (20) permettent de verifier que la fonction (18) 
satisfait effectivemeul aux equations (10). En effet, on a d'abord 

F(.r4-2A-) = F(^), 

puisque chacune des fonctions 

admet la periode 2K. Puis, si Ton forme la difference 



1*1: .r I 



F(x-h2iK')-e ^ F(^), 



/ 
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on voil, d'apres la relation (i/|), que cetle difference pcut s'ecrire 
comme il suit : 

• ({t — 1 )x,ri 

-^« " [R.5'r(«.)+R.^'r'(«.)+---+R;.-?^i"(»p)]--- 

. 15 .ri 

cette difference est done nulle, puisque chacune des quantites enlre 
crochets est nulle en vertu des equations (20). La fonclion F(a7) definie 
par la relation (18) verifie done aussi la seconde des equations (10). 

On passe du cas que nous venons de trailer, oil tons les poles a,, 
0^2* • • • » ^p sont simples, a celui ou certains de ces poles deviendraient 
des poles de degre superieur ou nieme des points essentiels isoles, par 
une melhode analogue a cello qui a ete employee preeedemmenl (n^ 4). 
Par exemple, si la fonction F(s) qui satisfait aux relations (10) a, dans 
un parallelogramme des periodes, un seul point singulier a, que je 
suppose, pour plus de generalite, un point essentiel, on aura, dans le 
voisinage de ce point, 

F(.) = F.(c)4-^^^, 



nz=l 



F|(z) etant holomorphe dans le voisinage de a. D'autre part, dans le 
voisinage de z = a, on a 

oil )(!^\^f^) designe la derivee — }^n^ y '^ produit F(js)/jt(^»^) est 

alors une fonction doublement periodique de z ayant, dans un paralle- 
logramme elemenlaire, les deux seuls points singuliers 

avec les residus suivants : 

Pour X, 

-F(^) 

Ann. de I'Ec, Kormale. 3« Serie. Tome I. — Mai 1884. ^^ 
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el pour a, 

^J 1.2. ..(n — i)*^ 

/I=rl 

eomme la somme de ces residus est nulle, ou a {'expression deF(a7) 



/I'^ao 



(^') f(^) = I T^TTTcTTrDxi"-" (-•")• 



/i = l 



Les coefricients R, , Rat . . . f Rii» ... verifient alors les jul equations 



n=:aO 



/» = ! 

oil V = o, 1 , 2, . . ., (jjL — i). Celte equation (^2) est obtenue, eomme 
precedemment I'equation (20), en ecrivant que le residu de la fonction 
doublement periodique 

relatif au seul point singulier a, est nul. 

Si la fonction F(s) admet, dans un parallelogramme, p points singu- 
liers, cllc est la somme de p series, telles que (21), doni les coefTfi- 
cienls verifient des relations analogues a (20). 

On remarquera I'analogie qu'il y a entre ces formules et celles qui se 
presenlent dans la theorie des fonclions uniformes d'un point analy- 
tique (a*, y). [Acta mathematical t. I.) 

10. Revenons, pour un instant, au cas oil la fonction F(c) saiisfai- 
sant aux equations (10) est mdromorphe; eomme nous Tavons vu, le 
nombre de ses j)61es, dans un parallelogramme des periodes, surpasse 
de fJL unites celui de ses zeros. Soient alors 

Pi, P„ ..., Pv 

les zeros silues dans un parallelogramme, et 

les infinis ; la somme 2/3 des zeros et la somme la des infinis sont liees 
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par la relation 



(23) 



Sp— 2:a4-[xK=2/2KH-2n'iK'. 



Pour le demontrer, il suffit d'appliquer la relation (3) a la fonclion 

fTT)^ qui satisfait aux relations (2) ou m serail remplace par jjl. 

En particulier, si le nombre des zeros est egal a I'unite (v = i),cetle 
relation devient, en dcsignant par ]3 le zero unique, 



(23') 



P=ai-ha,4-. . .-ha„^., — |xK-+- 2/2 K -H- 2Fi' iK', 



La fonction F(z) est alors de la forme 

F(-)=Ri7j*(5, «,)-+- KiXj»(-> ai)-^.. .4-Ri^+, yj^{z, iy,^i), 

les residus R,, R2» • . • , R(iH-f veritiant les |x relations 

(24) R,^t^)(a,)H-R,^t'*'(»2) -+-... + R.-i^r(«.-.0 = o, 

oia V = o, 1,2, ..., (|x — i). En ecrivant que la fonction F(z)admet le 
zero /3, on a de plusTequalion 



i^y) 



RiXi*(P> «i)-H RsXj^CP, «i)-H.-.-i-Rj*+iXi*(P, a,.-M) = o. 



Les fi. equations (24) et Tequation (24') etant lineaires et homogenes 
en Rf, R2, ...,R|t^.f* il faut, puisque ces residus nesont pas tous nuls, 
que le determinant 



D = 



yA?y *i) yA?y ^1) 



g'^M^i) ^^\(«0 






g':MH^^) 



soit egal a zero; et ceite condition transcendante D = o doit etre iden- 
tique a la relation (23'). Or ceci resulte de Tidentile 



(25) 






H(i:a-p-ixK)]][H(a,-ay) 



h J 



H(p-a,)H({J-a,)...H(p-a^^,)' 



OU la desigae la sotnme «, + aj -t-...+ajn.| et C unc constante, le 
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procluil TJ elant etendu a toutes ies combinaisons des quantitesa deux 

a deux. Cette idenlite se demontre facilemenl en considerant successi- 
vement le determinant D comme fonclion de /3, a,, a^, ..., a,n.,. 
Comnie fonclion de/3, ce determinant veritie Ies equations (lo) : il a 
pour infinis Ies points a,, a^i •••» ^ji+^i ^^ P^r suite, d*apres(23'), pour 
zero le point 

Comme fonclion dea^, au contraire, ce meme determinant verifie Ies 
equations {i) oil m = ii; il a pour pole Fe seul point /3, pour zeros Ies 
points 

el, par suite, d'apres (3), le point 

jJ 3tj ... ^y — 1 *y-4-| • • • *[*-t-l H~ [AK. 

On coriclut de la la forme (25) de ce determinant. En multipliant Ies 
deux membres de Tidentite (aS) par (/3 — a,x+i); puis, faisanl/3 = oc^^^j 
on retrouve Tidentite (6). En effet, le determinant D se reduit alors au 
mineur relatif au terme Xii.(i3, aj^^,), qui n'est autre chose que le deter- 
minant A de la formule (6) dans lequel on aurait remplace jZ|, z2, . . ., 
z,„ par «!, a^, ..., a^; cette remarque permet d'exprimer la constanteC 
de la formule (2j) en fonction de la constante A de la formule (6). 

En supposant que deux ou plusieurs des quanlites a,, aa* •••» (^p+t 
deviennent egales, on deduira de la formule ( 25) d'aulres formules plus 
particulieres, ainsi que nous Tavons fait pour Tidentile (6). 

ii Nous avons vu que la fonction Xii(^, y) consideree comme fonc- 
tion dej verifie Ies equations (12) et que le residu de cette fonction 
relatif au pole v = a; est — i. On en conclut que la fonclion /,„(«, z) 
pent servir d'elemenl de decomposition d'une fonction V{z) satisfai- 
sant aux relations (2) ou m eslpositif. 

En elTel on a, d'apres (12), 



1 _ mizzi 



(26) , trnzzi 
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el de plus pour z = a, 

lim(5 — a)y,„(a, 5)=— i. 

Supposons alors une fonction F{z) verifiant les relations (2) oii m est 
positif et ayant, dans un parallelogramme des periodes, les poles simples 
^1, as, ...f Up de residus respectifs R,, R2, ...• R;,. La somme 

verifiera ces memes relations (2) et sera wne/onction entiere de z^ 6(5). 
On aura done la formule 

F(-) = — RiXm(«i» -) — ... — KpX//«(*/>> -)-h(1(:j); 

cequi fournit une autre decomposition deF(5), dans le casou m est 
positif, en une partie entiere Q(s) et une somme d'elemenls simples. 

A ce sujet, nous fcrons la remarque suivante; on pourra toujours 
determiner les constantes a,, a^, ..., a^ qui figurent dans ^m{z, u), 
de telle facon que Ton ait 

^'//iC-* 2t)=— y;,,(a, ;;); 

cela resulte de ce que la fonction de z 

qui verifie les equations (26), admet, dans un parallelogramme des 
periodes, un seul pole simple 5= a et, par suite, /wh- i zeros. Ces 
zeros, c'est-a-dire les [m -h i) valeurs de 2, 



*'!> -^fj • • • **m-¥\i 



pour lesquelles la fonction X"»(^> ^) s'annule dans un parallelo- 
gramme des periodes, ne noussont pasconnus; noussavonsseulement, 
en vertu des equations (3), que ces zeros verifient la relation 

II suffira alors, dans Texpression de ^m[^^ «)» de remplacer les 
constantes 

par z,, z.,, . . ., Zfn pour que celle fonction vj;,;,(2, a) devicnncidenlique 
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III. 

12. On peul etendre les resultats precedeDts a certaines fonctions 
d'un point analylique (^, j) 2 c'est ce que je vais indiquer rapi- 
dement. 

Pour cela, je remarque d'abord que, si, dans ia fonction F {z) qui 
verifie les relations (2), on remplaceTargument « par Tintegrale ellip- 
tique de premiere espece correspondante 



==/ 



cix 



y 

oil 

celte fonclion ¥{z) devienl une fonction du point analytique (x, y) qui 
ne change pas quand le point (^, j) decrit le cycle correspondant a la 
periode 2K et qui se reproduit multipliee par 

(27) e" ^ 



quand {oc,y) decrit le cycle correspondant a la periode 2K' y/— i. Si 
Ton pose 

de telle faQon que la premiere periode de I'integrale u{x, y) soit 
in \/— I, la quantite (27) s'ecrlt 

13. Soil, d'une faQon generale, 
Tequalion d'une courbe algebrique de genrep^ i , el 
lesintegralesab^liennes normales de premiere espece correspondantes; 
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designons par 






..., C</}-i = 27:\/^, ..., i2i^l,_, = o, 



>(/) — 



Q^} =2a,„ 



(/) — 



• • • > JP '•^/p 



les 2/? periodes normales de I'integrale abelienne u^^'^{x, y), et par 
e(W|) la fonclion 9 de p variables formee avec les periodes normales. 
Celte fonction admet, par rapport a chaque variable^ la periode 

271 y/— I ; elle verifie de plus/? relations telles que 

e(w,H- 231,,, //,-+- 2a,,, . . ., Up-j- 2ap,) = e-'*»-*"e(«,, «„..., u^), 

d'une nf)aniere generalo 



e(w,-f- 20Lifg) =:e-«i~*ue(M/), 



oil A:= I, 2, . . .,/?. 
La fonction 



ei(//,, //„ . . ., «,,)=:e,(w,)=:e(W/— a//)=z:e(M,— a,,, W,— a„, . . . , //^, _ a^,^, ) 



admet done la periode 21: y/— i par rapport a chaque variable el verifie 
de plus les/> relations 

OU i= I, 2, ...,/>. 

D'apres un theoreme de Riemann, la fonction 

e[/i(0(^,^)_G,] 
admet /? zeros (j?,, j,), (0^2,^2 )> •••» (^/» J/») verifianl les relations 






oil les C| sont des constantes independanles des G,. {Voir Briot, Fonc 
lions abeliennes,) La fonction 

e,[w(')(^,7)] = e[e/(0)a7,j)-a,,] 
admet done en particulier/? zeros 
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verifiant les/? relations 



A = p 



A = l 



OU I = I, 2, ...,/?. 

Ces theoremes etant rappeles, nous allons nous occuperdesfonctious 
<i>[xy y) du point analytique {oc, y) qui possedent les proprietes sui- 
vanles : 

i*^ Lorsque le point {x,y) decrit un cycle correspondant a un groupe 
de periodes de rang impair 

la fonction ^{x, j) ne change pas; 

2"" Lorsque le point (x^y) decrit un cycle correspondant a un groupe 
de periodes de rang pair 

la fonclion ^{x,j) se reproduil multipliee par 

m etant un cntier. 

Si nous designons par la notation 

cc que devient la fonction $(ar, } )quandle point {x, y) decrit le cycle 
correspondant au groupe de periodes 

12;,' >, Qi?', ..., ar, 
les deux proprietes precedentes se traduiront par les 2p equations 

, ^ 1 [*(-^, v)]j/-i=*(j:-, j), 

oil i = I, a, . . ., ^. 

Je supposerai lenomhre entier/71 different de zero, positif ou negatif, 
pour me placer dans le cas analogue a celui dcs fonctions doublement 
periodiques de troisieme espece. J'ai etudie precedemment les fonc- 
tions d*un point analytique analogues aux fonctions doublement perio- 
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cliques de premiere (*)elde deuxieme (') rspece. Deux cassont encoiv 
a dislinguer ici, suivant que m est positiT ou negalif. 

14. Le nombre m etant suppose positif, imaginons d'abord que les 
seuls points singuliers de la fonclion ^[oc,y) soient des poles ou des 
points critiques algebriques, a savoir ceux de la fonction algebrique y 
de ar. Alors la fonction ^{x^y) a, sur toule la surface de Riemann, un 
nombre de zeros depassant de mp unites le nombre des infinis. En effel, 
le quotient 

est Mne fonction uni/orme du point [x^y) n'ayant d'autres points sin- 
guliers que des poles et des poinis critiques algebriques, a savoir ceux 
de la fonction y de x, Cela resulte des equations 

ie,[//^')(a^,r)]|,/_,:-e,[£/(0(^,v)], 

rappelees precedemment (n® 13). 

Le quotient (29) R(a?,j) est done une fonction rationnelle deoret j, 
et par suite il admet autant de zeros que d'infinis; comme la Fonc- 
tion &i[u^*\x,y)'] admet /7 zeros, sa puissance m^^""^ en admet mp, et, 
par consequent, la function 

a un nombre de zeros depassant de mp unites le nombre de ses infinis. 
Soient 

les infinis de ^{x,y) au nombre de q, et 

les zeros de cette meme fonclion au nombre de {q -4- /Tip). Nous Vou- 
lons dire par la que la fonction ^{x^y) est infinie pour ir = a,. 



( * ) j^cta mathematlca, 1. 1 : Sur les functions tiniformes d^un point anoljrtique {x.y), 
(•) Journal de M, Resal, V s6rie, t, IX : Generalisation des fonctions doublement perio^ 
diques de seconde espece. 

Ann, de Vic, Normale. 3« Serie. Tome 1 — Maj iSK). 11 
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7 = |3^, ... et nulle pour a? = a,,^ = 6,, Cesinfmis el ces zeros 

soul lies par les/? relations 

(3o) 2ttfO(a, ft)_\:c^(/)(a, 3) — ,;ia;^==:wC/, 

oil I = r, 2, .. ., ^; la notation lu^^^{a, b) designant la sommo 

elendue a lous les zeros, lu^'\oCf j3) la somme analogue elendue a tons 
les infinis, et les constantes C, elant des constantes connues (*). Le 
signe ^, employe dans la relation (3o), exprirne que I'egalile a lieu a 
(les multiples pres des modules de periodicite de Tintegrale w^'^r, y). 
Pour demontrer cette relation (3o), appelons 

(^i>^^'i)> (*^2>v^'i)> •••» \^py yp) 

les/? zeros de 0,[m^'^(^,j)]; la fonction rationnelleR(;r, v) admet alors 
les zeros 

{Ctif 0[)f {^i9 0^)y ..., \Clq-\-mpy bq^fjipjy 

les infinis 
et les infinis 

ehacun au degrem. Done, d'apres le theoreme d'Abel, on a la relation 

mais, d'apres un tlieoreme de Riemann rappele precedemment (n" 13), 
on a aussi 

la relation (3o) est done demontree. 

II exisle en particulier des fonctions G(a?,j) du point {x,y) veri- 
fiant les equations (28) et ne devenant pas infinies; ces fonctions ad- 
mettent done mp zeros satisfaisant aux/? equations 

Sa(*>(a, b) — moLii= md (/= 1,2,.. .,/?). 
( ») Voir Briot, Thcorie des fonctions nbelicnncs, n** 81 et suiv. 
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L'expression generale G{x,y) tie ces fonctions est 

oil les mp lettres 

h[.'\ /if, ..., hr {i=i,2,..,,p) 

(lesignent des constanies arhitraires liees par les p relations 

/'{*' -+- /ii*' -h . . . -h A/"' = o, OU I = I, 2, . . . , />. 

II serait facile de donner une decomposition en elements simples de 
la fonction ^{jo^y) qui salisfail aux relations (28) oil m est posilif 
comme precedemment. Pourcela, eonsiderons la fonction 

oil 

k = p -I 



k=l 



cetle fonclion du point (^» j) a un seul zero, le point (a, 6), el un seul 
pole, le point (a, /3). L'element de la decomposition sera alors la fonc- 
tion 



A — m 



V(.r,.r I a, p) .-^ c (^^'^ *) £J e,[«('>(^, J) - /I'/-'], 






oil C est une constante independante de (^, j) et oil les constantes h) 
satisfont aux p relations 

Cette fonclion n'a qu'un infini (a, /3) et verifie les relations (28); on 
achevera de la determiner en choisissant la constante C de telle fagon 
que son residu relalif au pole (a, /3) soit egal a Tunite. 

Si alors la fonction ^{x,y) a decomposer admet q poles simples 

de residus respectifs 
on aura 
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(i{x,y) designant une fonclion entiere de la forme (v^i). Nous avoiis 
ainsi une formule de decomposition qui est semhiable a la formule (8), 
ot que Ton elendra de la meme faQon que celte formule (8) au cas oil 
il y a des poles multiples. 

15. Supposons enfiu m negatif, /w = — jx. La fonction ^{d:,j) qui 
verifie les relations (28) posscde alors un nombre d*infinis di?passanl 
de tj,p unites le nombre des zeros; et si Ton appelle 

(aj,^,), (rtTj, ^j), ..., {a^.bg) 

les zeros, 

t^i> ri)> (*j> pj)» •••» (*7-»-ii/» r7-»-i*/>) 

les intinis, ces quantites sont liees par les/i relations 

SMf')(a, p) — 2M^0(a, ^) — ijLa//= [xC/, OU l~i, 1, ...» ff. 

Pour le voir, il suffit d'appliquer la relation (3o) a la fonction 



4>(.r, K) 



qui verifie les equations (28), oil m est positif et egal a p.. 

Dans le cas de m>o, les residus de la fonction $(0-, v) soul inde- 
pendants des poles; au conlraire, dans le cas acluel, m = — a, il y a 
entre les poles et les residus correspondants des relations que Ton 
oblient comme il suit. On considcre le produit 

oil G^{x^y) est une des fonctions (i^i), dans laquelle m serait remplace 
par fx; ce produit est une fonclion rationnelle de x, y\ et par suite ses 
residus sont lies aux poles correspondants par/? relations connues; ce 
qui donne les relations annoncees entre les residus de $(x, j) el les 
poles correspondants. 

II resleraita former, dans le casactuel,/w<o, un element de decom- 
position qui fut analogue a la fonction Xh.(*» ^)5 c'est ce qu'il ne m'a 
pas ele possible de faire jusqu'a present. 
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LA LEGITIMITE DE L'INTERPOLATION. 

Par M. Ch. MERAY. 

PROFESSEL'R A L\ FACULTE DES SCIENCES DE DIJON. 



1. L'interpolnliorn, dont on fait un si grand usage dans les calculs 
numeriques, ne repose encore, quant a la legitimite dc son principe, 
sur aucune base cerlaine. On semble admellre lacilement qu'elle peul 
fournir, par un polynome enlier, una represenlalion indefiniment ap- 
prochee d'une fonclion donnee d'une seule variable, quand celle fonc- 
lion eslsenlement continue A^ns les limites entrc lesquelles on opere. 
Mais c'est la une simple allegalion dont le fait suivant fait ressorlir 
loule rinexaclilude. 

Sur la eirconference qui a I'origine des affixes pour centre et i 

pour rayon, la fonclion - est non seulement continue, mais encore o/o- 

trope (*); pourtant il est impossible de Ty represenler par interpola- 
tion avec une approximation indefmie. EfTectivement, si Ton interpole 
sur cette eirconference de a = i a 6 = i, en prenant pour valours 
intermediaires les n — i autres racines /i'*"*"®* de Tunite (qui sc rap- 
prochent indefiniment deux a deux quand n croit sans limite), on 

trouve simplement x"""* (a cause de cc"'^ = -» quand x" = i) pour le 



(') Dans mon Nouvcau precis d' Analyse inJinUesimaie, public en 1872, j'ai propose ce 
mot pour qualifier les fonctions qui sont d^veloppables par la formule de Taylor k parlir de 
lout sysl^me de valeurs parliculi^res des variables qui tombent enlre des limites donn^es. 
En fait, mais non en principe, il dquivaut k Tepith^te holomorphc adoptee plus tard par 
MM. Briolet Bouquet {Tht^orie des fonctions elliptiqncs^ 1* Edition, p. i {). 
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polynome eDtier dc degre inferieur a /i» qui devient aumeriquemcnl 
e^al a - pour ces valeurs parliculieres de la variable. Or, exceple en 

r = I, la difference xf^'^ enlre la fonclion consideree el le nolv- 

nome enlier qui devrait eo fournir uue valeur de plus eo plus appro- 
i'liee ne tend pas vers zero, ni meme vers quoi que ce soit, quand n 
au^^mente indefiniment. 

2. On pent facileinent s*assurer a priori qu*ici« conDme dans loute 
la theorie des fonelions (ou peu s*en faul), la contiuuite n'est pas une 
condition suflisante. Effeclivemcnt, dire que Tinterpolation esl prati- 
cable pour/(^) dans un intervalle donne, plus generalemenl dans une 
aire donnee ^S), c'est dire au fond que Ton pout assigner un polynome 
enticr a coefficients variables /,(a?), tel que pour toute valeur de x 
tombantdans (S) on ait/(a?) =zf^[x) -+-£«» /i desjgnant le nombre inde- 
finiment croissant des valeurs parliculieres de x, pour lesquelles on a 
assure Tegalile numerique fn{^) ~f{^)i cl s« un^ quanlite qui lend 
vers zero quand n croit sans limite. 

Or, par sa nature, y^(a:) est indefiniment developpable par la for- 
mule de Taylor; done, en appelant x' une valeur parliculiere de x 
prise a volonte dans Tairc [%),f[x) =f{x''\-x — x') doit etre repre- 
sentable avec une approximation indefinie par une certaine serie en- 
liere en a: — x\ pour toute valeur de x tombant dans I'aire consideree. 
filn d'autres lermes :/{x) doif^ non seulement Stre olotrope dans I'aire 
(S), mais encore y posseder en chaque point un olometre (•) au moins 
egal a la distance maximum de ce point aux divers autres points de I'aire 
dontilsagit. Par suile, rinterpolation ne semble pas possible, si/(a?) 
ne remplit pas les conditions precitees. 

3. II est assez etonnant que les hasards de la pratique n'aient encore 
fait connaitre aucun cas dans lequel Tinterpolation soil illusoire. Cela 
peut lenir a la pelitesse relative des intervalles consideres, mais aussi 
a cette circonslance, que le plus souvent on applique Tinterpolation 

( ») Rayon de convergence du d^veloppement de/(a: -4- //) par la formule de Taylor. 
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au calcul des integrales deiinies, en divisant l^^inlervalle reel considere 
en un nombre pair de parties sensiblement ^gales. 

En represenlanl alors par deux courbes planes rapportees aux 
memes axes la fonclion proposee et son expression approchee, on 
voit fjicilennent que les arcs de la seconde courbe, limites aux or- 
donnecs tracees par les points de division do Tinlervalle, lombenl 
alternativement au-dessus et au-dessous dc la premiere. D'oii une 
eompensation evidente qui peut rendre sensiblement egales les aires 
renfermees par les deux courbes, nonobstant un ecart moyen sensible 
entre les ordonnees des points corresporidanls de Tune et de Taulre. 

La comparaison des ordonnees des points correspondants des deux 
courbes, dont Tabscisse commune est moyenne entre celles de deux 
points de division consecutifs, pourrait rendre sensible Terreur per- 
sistante qui se produit dans un intervalle impropre a Tinterpolation. 
On pourrait encore comparer les aires elles-memes si, interpolantd*une 
autre mauiere plusgenerale, qui sera indiquee tout a Theure (n"6j, on 
empecbait la seconde courbe de traverser la premiere, en lui imposant 
avec elle des contacts d'ordres impairs en leurs points communs. L'e- 
preuve n*en serait meme que plus concluante, les deux courbes ayant 
alors en ces points des contacts au lieu de simples intersections. 

4. Quoi qu*il en soit, nous allons assigner un cas dont Tetemlue 
sufTit largement aux besoins de la pratique, dans lequel on peut in- 
lerpoler en toule securite. Comme le calcul des residus de Caucby 
fournit pour cette question des notations et des artifices de raisonne- 
ment d'une tres grande comniodite, je commencerai par en rappeler 
certains principes. 

I. Si (p{x) est quasi olo trope (*) dans une aire don nee (S), la diffe- 
rence 

hit)) 



• ^t{a: — t) 



(*) Je dis qu'une fonclion esl fjttnsi olotmpe dans une aire donn6e quand, aux points de 
cette aire oil elle cesse d'etre olotrope, son inverse arithmetique redevient ololrope. Ce sonl 
les fonclions meromorphes de MM. Briol et Bouquet [Theorie des fonctions elliptiqnex, 
a* Edition, p. i5). 
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y est ololrope, le residu s'etendant a tous les infinis deff{t) qui tombent 
dans raire donnee. 

II. D'oii il suit que si (f{x) est une fraction rationnelle^ le developpe- 
ment du residu ci-dessus fournit les fractions simples resultant de sa 
decomposition, 

5. En appelant /,, t^, ...» t^ des quantites quelconques, fx un en tier 
positifet posant cy(/) = (/—/,)(/ — /j )••• (^ — ^v)» l^ quantite 

<^i{^^t)] 

se reduit a zdrOy si fi <^v — \; a i, si [i = v*— \; et a la somme de tous 
les mondmes entiers dissemblables de degre jx — (v — i ) en t^^ t^^ . . • , /v 
et de coefficient i , si [i^v — i . 

Los deux premieres parties de ce lemme ont et^ demontrees par 
Caucliy. 

Pour etablir la troisieine, il sufTit de remarquer que, 

r '-^ 



(Hant nul en vertu de la premiere, la quantite a evaluer peul s'ecrire 

P t'f^ — t^ __ p t'^ — t^ I 



oil, pour abreger, on a pose y^^ =r3v(/). 

EfTectivement Z5^[t) est de degre v — i seulement, et, d'apres la se- 
conde partie de noire enonce, le residu integral de — —t se r6duit a i; 

d'apres la premiere, ceux de —rr^ —m^ •••' — Trrs'evanouisscnt. 
Le point a etablir est done vrai pour les valeurs considerees de jx, v. 
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s'il Test pour les valeurs moindres des memes nombres; or il est evi- 
dent, quel que soil p., quand v se reduit a i. 

6. Supposons maintenant qu*il s'agisse de representer approxima- 
tivement par interpolation une fonction d'une seule variable /(;r), 
olotrope dans une aire donnee (S) et soient 

n valeurs particulieres de x tombant dans celte aire. 

Habiluellement, on suppose ces quantites toutes distinctes les unes 
des autres, et Ton resout la question en construisant le polynome entier 
/„{x) de degre <n qui satisfait aux n egalites numeriques 

m 

II est mSme impossible d*operer autrement, quand on connait seule- 
ment une Table de valeurs numeriques de la fonction consideree, a 
Texclusion de celles de ses derivees, en particulier quand les valeurs 
de/(^) ne sont donnees que par des observations physiques. 

Mais il est avantageux de generaliser le probleme, en n'imposant pas 
aux quantites {i) h restriction d'etre inegales. On assujettit alors le 
polynome y),(x) a satisfaire en Xi aux k^ egalites numeriques 

x/designant la valeur commune de k^ des quantites ( i ) , supposees egales 
entre elles, aucune d'elles ne Tetant a quelqu'une des n — ki autres. 
De cette maniere, les equations (2) dont dependent les n coelTicients 
Ae /^{x) sont remplacees par d'autres de forme differente, mais tou- 
jours en nombre n et de nature a determiner exactement ces coeffi- 
cients. Ce dernier fait resulte implicilement de ce que nous verrons 
ci-apres, et il est iniflile de Tetablir par un raisonnement special. 

La melhode d'approximation de Newlon pour le calcul des racines 
des equations numeriques implique une interpolation de cette espece 
plus generale; car, au fond, elle revient a remplacer le premier 

Ann.de V Ec. Normale, 3" Seri6. Tome 1. - Mai 1884. ^^ 
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membre de Tequation proposee par un polynome de premier degre 
assujetli a la double condition de prendre, lui el sa derivee, pour une 
certaine valeurde x^ les mSmes valeurs que ce premier membre et sa 
derivee. La methode des parlies proporlionnelles, au contraire, im- 
plique une interpolation, toujours du premier degre, mais de Tespece 
ordinaire, c*est-k-dire de nature a pouvoir etre executee par la formule 
de Lagrange. A ce point de vue, il n'y a done aucune difference essen- 
tielle entre les deux methodes. 

7. Le polyndme de degri <^n^/„{x), qui est lie af{x) relativemenl 
aux valeurs [\)de x par les n equations analogues a (3), est donne par 
laformule 

OIL Von a pose, pour abreger. 



(I) 



{x)z=:{x — JC^)(X — X,). . .(j? — J?;,). 



Pour que les conditions (3) soicnt satisfaites, il est necessaire et 
suflisant que la fonction 

{X — Xi)''i 

soit oloirope en ^ == a?,-, ou bien ce qui revient au meme, puisque x — Xi 
n'entre que ki fois comme facteur dans Gi>(a?), que 

jouisse dc la meme propriele; et de meme en x^=x^, ou =x.^, ..., 

ou = Xn* 

La fonrlion (5) doit done elre olotrope dans loute I'aire (S); par 
suite, le groupe de fractions simples correspondant a ses infinis ap- 
parents (1), qu'il faut retrancher d'elle pour qu!elle jouisse de cette 
propriele, doit etre identiquement nul. D'oii (4, I) Tidentite 

r /(o-/.(o _^ 
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c'est-a-dire 

Mais (4, 11) le premier membre represente Tensemble des fraelion$ 

simples que donne la decomposition de la fraction rationneIle^^~^j 

et meme la totalite dn resultat de cette decomposition, puisque le 
degre du numerateur/,(a:) est essentiellement inferienr k n, degre du 
denominateur w(a?), et qu'ainsi le pblynome entier qui peut figurer 
dans ce resullat se reduit identiquement a zero. 
L'identite precedente donne done 

^{^) ^/(w(r))(.r — O* 

ce qui s'accorde bien avec la formule (4). 

Reciproqucment il est visible que le second membre de cetle for- 
mule est un polynome entier en x qui satisfait a toutes les conditions 
requises. 

8. Pour toute valeur de x situee aussi dans Vaire (S), o/i a 
(6) /(.)_/,(.)=..(.) ^^_j^iL_. 

D*apres la formule (4)9 Ist somme des residus partiels relatifs aux 
racines (1) de I'equation a)(/) = o se reduit effectivement a — -^^ \ 

Quant au residu partiel relatif a t = x,\\ se reduit evidemment a "^pr- 

9. Lafonctionf[x) etant supposee olotrope a I'inteneur d'une circon- 
ference [x^r^) ay ant x^^ pour centre etr^ pour rayon ^ la condition neces- 
saire et saffisantepour que le polyndmefn[x)t construitpar interpolation 
de maniere a coincider numeriquement^ lui et ses dcrivees eventuellementy 
avec f[x) et ses derivees, quand x prend une quelconque des valeurs {ine- 
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f^ates ou egales) de la suite (i) lombant loutes a. I'inlerieur de {x^r'), 
represente /{x) avec une approjrimaiion aussi grnride qu'on le voudra 
pour tottte valeur de x tnmbant dans un autre rercle (x^r) de meme 
centre x^ el de rayon r, cette condition, dis-jc, est que, pour loute vaieitr .v' 
de X situe'e dans le cercle {x,,?), le devehppement de /{x' -t-h) par la 
formule de Taylor converge jusqu'a un module de k au mains egal d la 
distance maximum de x' aux points de I'inlerieur de {x^r); ou bien 
encore, car cela revient au m^rne, que le developpement def[x^ ->r h) con- 
verge jusqu'd qnetque Umite du module de h supe'rieure d r -\- •xr'. 

L'equivalence tie deux formes sous lesquelles est formulee la con- 
ililion (lonl il s'ngit ri>suUe dc la relation qui existe enlre I'ctendue 
de Taire oil une fonclion est olotrope et I:) valeur maxima de son 
olonjelre en cliaquc point de cette aire {voir nolamment le n° 86 de 
mon Souveau Precis), Pour simplifter. nous raisonnerons dans I'hypo- 
lliese Xa= o, 3 laquelle loute autre se rameneiait immedialement en 
posant 



La necessite de la condition posee est evidenle, dans le cas tout au 
iiioins que nous considerons, oil aucune liypolliese particuliere n'est 
faiic SUP les positions des quantites (i) dans le cercle (Or'). Supposons 
(fITectivement que ces n quantllcs soient toules egales enlre elles, en 
ayant. par exemple, x' pour valeur commune. Alors le polyn6mc/,(a;) 
coincide evidemment avec I'ensemble des n premiers termes du deve- 
ioppement de/(-i-'-(- ^- — x') par la serie de Taylor. Pour que la diffe- 
rence yi^x) — f„{x) tende vers zero quand n augmente indefiniment, 
il Taut done que la somme dc ces n premiers termes ail/(^) pour 
limile, en d'autres termes que le developpement Ati f{x' -\- x — x') 
converge tan! que x reste dans (Or), ou liien encore que le rayon de 
convergence de ce developpement soit au mnins egal a la distance 
maxima de x' aux points inlerieurs au cercle (Or). 

Pour prouver que la condition posee est suQisantc, nous la prendrons 
sous la seconde forme de IVnonce. Nous ecnrons 



/(.v)=a„-ta,x + a^A 
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pour le developpement Aq f[x) par la formulc de Maclaurin; nous 
nommerons R une quantite positive comprise eutre r + 2r' et le rayon 
de convergence de cette serie qui, par hypothese, surpasse r + 2r'; 
nous designerons par M la limile superieure que Ton pent assigner 
a mod. yi( 07)9 pour toutes les valeurs Aex ayant R pour module com- 
mun. 
Cela pose, considerons la serie 



4mJk 



Xa designant la somme de tous les monomes enliers dissemblables 
en x^ a?,, jt,, ..., j?„ de degre k et de coetlicient i. En appelant «„« 
l» Ii9 •••» §« les qiodules Aea^^x^x^, ..., a?., on a, d*apres un lemme 
de Caucliy bien connu [Nomeau Prdcis, n"" 84) 

moyennant quoi la somme des modules des termes el^mentaires de 
«/i+^*Xa est inferieur ^ 

Sa designant ce que devient X* quand on y substitue 

(9) R'R'-"R 



9 X, T,, .. ., x„ respectivement. 

Or les quantites positives (9) etant toutes <i, la s6rie qui a (8) 
pour terme general est convergente, sa somme eiant 

, , M I MR 

(10) 



W" /. 5\/. 5,\ /. ?,\ ~(H-5)(R-$,)...(R-?„) 



(-^)(-^)-(-fe) 



On en conclut [Nouveau Precis, n*^* 30 et 31) que la serie cntiere 
en OP, a?,, ..., x„ formee par les termes eUmentaires des poly- 
nomes a^Xo(=a«)» a^4.<X<, ... est convergeote, par suite que la 
serie (7) Test aussi; que ces deux series ont une noemc somme 

dont le module satisfait aux inegalites 

modF(aT, ^,, . . ,yXn) < 



^"^ ^ MR 

^ (R — r)(K-r')«' 



celte dernifere ayant lieu a fortiori k cause de 

Observons actueilement qu*en vertu du lemme (5) la somnoe des 
k 4- I premiers termes de la serie (7) est pr^cisement ce que devient 
le residu de la formule (6), quand on substitue a f{t) la somme de 
k+ I premiers termes de son developpement par la serie de MaclauriD. 
Ce residu est done egal k la somme F(a?, x,, ...»^ii) de cette serie, ce 
qui permet de remplacer la relation (6) par 

Comme (^[x) =^[x — x^){x -- X2) . . .{x — x^)^ les inegalites (12) 
donnent celle-ci 

mod. a>(a7) < (r H- r')", 

dont la combinaison avec Tidentite (i3) et I'inegalile (u) donne fina- 
lement 

(i4) mod. [/(^) - Ux)] < jM. (5^^,)'. 
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On a, par hypo these* 



r -hr' 



R > /• -h a /', c'est-k-dire jz 7 < i ; 

il en resulte iinmediatement, comme il fallait le prouver, que f j^__ j ) 

el mod [/(a?) — fn[^)\ a plus forte raison, sont des quanlites infini- 
ment petites quand n, nomhre des valeurs de x qui ont servi a inter- 
poler, augmente indefiuiment. 

10. Cette proposition confirme pleinemenl, pour des aires circu- 
laires, les inductions du n" 2; je ne sais si Ton pourrait l*etendre a 
des aires de formes quelconqucs, mais c'est indifferent pour la pra- 
tique. 

On conQoit que cerlaines hypotheses sur la distribution des quan- 
tites (i) dans le cercle (0/) puissent permettre d^ahaisser la limite 
superieure que la formule (i4) assigne a Terreur k craindre. Si, par 
exemple, ces quanlites se rapprochaient toutes du centre de ce cercle 
d'une certaine longueur X, on pourrait dans cette inegalite diminuer r' 
de A» ce qui ferait evidemment decroitre son second membre. Je nc 
m*engagerai pas dans cette discussion; je ferai toutefois remarquer 
que la limite dont il s*agit ne pent etre sensiblement abaissee, tant 
qu'on ne veut faire aucune hypothese speciale sur la nature de f{x), 
ou bien sur la distribution des quanlites (i) dans le cercle (Or'). 

Posons effeclivement/(^) = -— — > N elant une quanlite positive, et 

prenons, dans les conditions voulues, les quanlites (i) toutes positives, 
mais X negative et = — x. On trouve facilement, au lieu de I'inega- 
lite (i4). Tegalite 

val.num.[/(^)-A(^)]:=. ^ x -f-^, x -f-or, X4-^. 



• • • 



I -f- \ I — JC* I — Xm I — X' 



n 



Ici I remplace R et il est visible qu'un choix convenahlc de x, a:,, 
07^, . .., Xn pent amener le produit des n derniers facteurs du second 

La formule (i3) avait deja ete obtenue par Gauss, mais d*une autre 
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maniere et dans le cas seulement ou les quantites (i) sont inegales, 
abstraction faitc de toute consideration de convergence [Theoria inter- 
polationis J etc . {Werke, Bd. Ill, S. 276)]. La formule (4)» pour le meine 
cas particulier, a ete donnee par Cauchy dans son premier Memoire sur 
le calcul des residus, oil Ton trouvera egalement les principes que j'ai 
rappeles ci-dessus [Exercices de Mathimatiques, premiere annee, p. ai 
el suiv.). 



SIR L'EXISTENCE EFFECTIVE 



DEIX PERIODES DES FONCTIONS ELLIPTIQIIES, 



Par M. Cm. MERAY. 

hal* kacllte des sciences de dijon. 



I.;i metliode la plus nalitrelie a suivre pour exposcr la tbeorie des 
ibiiL'lions ellipliques me parait etre cclle quo MM. Briol el Bou(|iiel 
ont emplnyie dans la premiere edition de leur grand Tiaile, l^lle con- 
siste a lirer de I'eqnaliun dilTei'CDlielle qui definil la f'oQction >. Ics 
proprieles fondamentales de cette fonclion, ct notamment sa double 
periodicite. Mais, pour la realile de cette derniere propriety et dcs 
ronsequencos Ires importantes qui s'en deduisent, il f'aut absolumeni 
que le rapport des tieux periodes ne soil pas reel, ou bien. ee qui 
i-evient au meme. que Ic determinant de leurs elements (parties reelles 
et coeflicienis de /) ne soit pas nul. Personne) a ma connaissance, n'a 
encore publie une demonstration de ce point essentiel; c'est une ve- 
ritable lacune. a present siirtout, que les elements de cette Ibeorie 
figurenl dans le programme de la Licence. Mais voici un moyen tres 
simple de la combler ('). 

En supposant g non nul et aussi, pour tiser les idees, qu'aucune des 
"qualre constanles inegales a, b, c, d ne se reduit li zero, je poserai 



^>Jg{u~a){u 



-b)(u 



c)t«^rf) 



(') Quelquefois on pracMe syntli^tiqueaienl en prenant pour point de depart lei ou lei 

dfiveloppemenl des fonctions 0, ei en prouvant a pisierinri que la fonclion \ ainsi d6!inie 
satisfait ii I'L-qiiaiion dilTOrenlielle des functions etliptiques. Mais la difGcull^ est seuleroent 
d^plac^e; rar il resle alnrs ^ di^montrer que Ton peut ilispoeer des periodes, de mani^re ii 
fdire ac<{u^rir aus coeQjcienls de I'^quaUon difTerentielle des valeurs parliculidres choisie? 
arbilrsircmunt, ce qui esl ires iudirecl et parait peu susceptible d'une d^monslralion simple. 

Aa*. dr rtc. Normale. 3' Serie. Tome I. — M:ii 18B4, l3 




f]S CI 

et JG cousideriTai la lonclion i 
rPDtietle 



WERAlf. 

^ A(.r) (lefinie par I'equaiion diffe- 



romplelee. pour j-= o, par les contlilions iiiilialesw = oel Ah = une 
v»tpiir choisie arbilrRit-cmeiit pannl Ics deux determlnntions du radical 
\i'gabcd. Celte fomUion jouil des proprieu-s fondamenlales siiivantcs. 
doiil jc reproduis sculeuienL les enonct-s : 

i" Dans une portion limitee queleonque du plan servant a la repre- 
sentation grapliiqiie de a-, A(x) ne devicnl Infinie que pour un nombre 
limile de valeurs particuliercs de cetle varialile: elle y est quasi 
ohlrope [meromorp/ie, en parlanl comme M.M. Briot et Bouquet). 

a" Eq appelant X, A, B, C, D les valeurs de I'inlegrale ( -- prise 
il'abord sur un cliemin dc longueur limilee (oU) trace arbitrairement 
de o a U, valeur parliculiere quelconque de«, puisde o & o sur qnatre 
houcles envcloppant cliacune une seute fois les points fi, h.c, d rcs- 
peolivement et fonnant par leur ensemble un contour feruie pouvant 
elrc deforme insensiblement jusqu'a une circonference renfermant 
a, b, c, d, sans TraQchlr aucun de ces quatre points, puis posant 



les viileurs de I'inlegraie detinie f ~^ prise sur tous les cbemim 
ginables, sont renfermces dans les deux formuies 



oil m, n sont des entiers indetermines posillfs, nuts ou ne^iratifs. 

Reciproquemeiit, on peul tracer de o a II quelque chemin faisant 
acquerira I'integrale eonsideree une valeur queleonque clioisie parmi 
eelles que donneni res formuies, quand les entiers m, n re^oivenl suc- 
ressivement loules les combinaisons dc valeurs possibles. 

V (Jn peut assigner une limite superieure au module de la valeur 
(|ue pre nd I'integrale / '— sur lous les cbemins imaginables (linis ou 
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intinis), dootlcs spires, enveloppanttels ou tels des quatre poiDlsa, h, 
c, d, sont en nombre limite. 

Cela pose» en appelant Q,\ Q." les elements de Q et 11', 11'' ceux de A, 
nous avons a prouver que Ton ne pent avoir 



(0 n' n" 



= 0. 



A cat effet, soil § une valeur parliculiere de x ne rendant pas A [x) 
infinie,et faisonsmouvoir^r de o a^ sur un chemin necontenantaucun 
infmi de cette fonction, ce qui est evidemment possible (i*^). Le point 

u = K{x) decrira une certaine ligne limitee (ou), commengant a 

//111 
— prise 

sur (ou) est egale a S. 

En appelant ^0 la valeur de la meme integrate prise sur un chemin 
(ou)o« trace arbitrairement de o a u, sous la seule condition qu*il forme 
autour de a, b, c, d des spires en nombre limite, on pourra ( 2^^) trouver 
pour les entiers m, n certaines valeurs donnant 

mO, -^ nUz=z soit I — ?o> soit ? — ( A — ?o)- 

La quantite ^ etant arbitraire en module et en direction, sauf la 
legere restriction de n'etre pas un infini de A (a?), et la quantite |o 
conservant, quelle que soitu, un module inferieur a une limite que Ton 
pent assigner (S*'), il est evident que, dans chacune des quantites 
? — ?o» ^ — (A — ?o)» le rapport des elements pent, lui ou son inverse 
a volonte, etre rendu numeriquement superieur a une quantite posi- 
tive donnee quelconque. Done, en vertu de Tegalite precedente, la 
meme chose doit pouvoir etre realisee pour les rapports equivalents 

mfi'-h/iH' mH^-hnU" 
mil" -\- nil'* mil' -{- nW ' 

Maintenant, il est evident qu'on ne pent avoir ni 

il'^il'^—U'=U''—o; 

car flt et n seraient nuls, et Ton aurait' toujours § = 5© ou = A — §g, 
ce que rend impossible Tindetermination absolue du module de ^ com- 
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binee avee la limitation de ceux de |o» A — -?o; ni H', n\ non tous 
deux =o avee £1'= kn\ Q," = kn''; car, en supposant, pour fixer les 
idees, n" non = o, le premier des rapports ci-dessusse reduirait, quels 

que fussent m, n, a la constante ^ el, par suite, ne pourrait lui etre 

rendu numeriquement superieur; ni Q', ii", non tous deux = o avee 

cela pour une raison analogue. 

L*egalite (i) ne pent done avoir lieu, puisqu*elle entrainerait force- 
ment Tune des trois consequences dont Timpossibilite vient d'etre 
constatee. 



SUR LES 



EQUATIONS DIFFfiRENTIELLES LINEAIRES 

A COEFFICIENTS DOUBLEMENT PfiRIODIQUES, 

Par M. G. FLOQUET, 

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY. 



Dans un travail anterieur (*), j*ai considere une equation difTeren- 
tielle lineaire homogene, d'ordre m, a coefficients uniformes, et dont 
rintegrale generate etait supposee uniforme. J*ai regarde les coefficients 
comme simplement periodiques, de meme periode o), et j'ai etabli que 
cette periodicite entrainait Texistence de m solutions distinctes de la 
forme 

oil 9o(^)» 9i (^)» • • • » 9/(^) designent des fonctions simplement perio- 
diques de seconde espece^ de meme multiplicateur, e^ de la periode co. 
Les expressions $(a?) se reduisent generalement a leur premier terme, 
de sorte que, en general, il existe m solutions distinctes qui sont sim- 
plement periodiques de seconde espece. 11 y a d'ailleurs toujours une 
solution de cette nature. 

II est tout indique d*examiner ensuite le ens plus special des coeffi- 
cients doublement periodiques. Ce sont les beaux travaux de M. Her- 
mite sur Tequation de Lame qui ont suggere I'etude de ce cas impor- 
tant, et rintegration de cette equation, celle de certaines equations 
particulieres, les recherches de M. Picard (*), de M. Mittag-Lefiler 

(») Annales de Vicole'Normale superiewre (f^vrier el mars i883). 
(«) Journal de Crelle, t. 90. 
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sur les equations cl'ordre quelconque, ont moDlre combieti sont inle- 
ressantcs, dans ce cas, les [troprietes dcs inlegraies. 

Je me suis propose ic'i, ctant tlonne que les coejficienls de {'equation 
consideree admelient deu.v pe'riodes dislincles w el u', de trouver comment 
lette double periodicite se traduit dans la forme des inlegralet. 

J'ai resolu la questioD en prouvani qu'ii exisle m solutions dislincles 
aflectant la forme de polynomesaux deux variables x et 7Jj:), les coef- 
ticients de cliaque polynoine elant des fonclions doiiblenient perio- 
diques de seconde espece, de niemes inultiplieateurs, auiL periodes u 
cl cu'; l{x) designs une fonctioa unifurme qui augmente de quantili's 
constantes quand on y remplaee x par .r -)- w ou par x h- a>' 

et telle que coy' — ^w' differe de zero. Si, dans le rapport — i le coeffi- 
cient de v'— I est posilif. on prendra 

$[x) etant Tune des quatre ruoclions Q, auquel cas on aura 

Si, au contraire, le coefficient de \ — i est negatif, on prendra 

d(.r) etant I'une des fonclions d, et Ton aura 

Nos polynomesen x el Z{x) se reduisenl genera lenient a leur lernie 
independant de ces variables, de sorte que, en general, il existe un 
sysleme fondamenlal d'inlegrales doubleinenl periodiques de seeoude 
espijce, ce qui consiituo le beau tlieoreme de M. Pieard. Je ilemontre 
d'ailleurs que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que deu\ 
equations algebriques, iippelees equations fondamenlales, aient leurs 
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racines inegales» ou au nooins que les racines multiples remplissent cer- 
taines conditions determinees. II y a toujours une solution de seconds 
espece, et j'etudie, dans un cas quelconque, 1e nombrc de celles qui sont 
distinctes. 

Les fonctions doublement periodiques, soil de premiere espece, soit 
de seconde espece, qui vont figurer dans ce travail, etant loujours aux 
periodes o) et ck)\ je me dispenserai de specifier chaque fois ces deux 
periodes. 

Pour abr^ger, j'ecrirai s. p. d. s. e. et d. p. d._s. e. au lieu de sim- 
plement periodique de seconde espbce et de doublement periodique de 
seconde espece. J'ecrirai pareillement s. p. d. p. e. et d. p. d. p. e. 
pour les fonctions de premifere espece. 

Je continuerai k employer la notation <E{x) pour designer une expres- 
sion de la forme 

oil 9o(^)» 9i (^)» • • • » 9i{^) sont des fonctions s. p. d. s. e., de memo 
inultiplicateur et de la periode o). Je dirai alors que cette expression 
est de la forme 9{x)^ avec ce multiplicateur et le degre i. 
Je designerai de meme par 9'{x) une expression telle que 

oil 9'o(^)' 9i(^)' •••• ?r(^) s^"* s- P- ^- ^* ^-^ ^^ meme multiplica- 
teur, et de la periode o'. 

I. — £quations fondamentales. 
1. Soit I'equation diflerentielle lineaire hoinogene 

a coefficients uniformes et doublement periodiques, de periodes go 
et 6i)% et dont Tintegrale generate est supposee uniforme. 

Faisons abstraction, pour le moment, de la periode w', et regardons 
les coefficients comme periodiques, de periode «. 

L'integration depend alors d'une certaine equation algebrique A r= o. 
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que j'ai appelee V equation fondamentale relative a lapeiiode (o, el dont 
le premier membre est un determinant 



1 — 



A|i •"" 6 A|j . . . Aj 

■**ii ■^Ji — ^ . • • Aj 



//f 
m 



Af/ii A/iij . . . Antm ^ 

(le degre m par rapport a Tinconnue e (*). 

Chnque racine £,* de A == o a, pour ainsi dire, deux caracteristiques, 
son degre de multiplicite /X|- et Tordre X| a partir duquel les determi- 
nants niineurs de A cessent d'etre tous nuls pour e = £/, auquel cas on 
a X/<|UL/ (^). La premiere fii represeute le nombre maximum des solu- 
tions distincles qui sont de la forme 9{x) avec le multiplicateur e, ('), 
et la seconde X/ represente le nombre maximum des solutions distinctes 
qui sont s. p. d. s. e., de periode o), avec te multiplicateur 6/ {*). 

[li solutions distinctes 9{x), appartenant au multiplicateur £/, pro- 
viennent du groupe {'^) d'integrales correlatif de la racine 6/, et le 
nombre des sous-groupes (**) engendres par ce groupe est egal a X,. 

Si n est le nombre des racines distinctes e,, e^, ..., e^, de A = o, il y a 
ainsi n groupes correlatifs des diverses racines» et leur ensemble com- 
prend /Ji, -H fXa -f- . . . -f- ]ui„ elements, c'est-a-dire m elements, consti- 
tuant un systeme fondamental. Quant au nombre total des sous- 
groupes, il est egal a X, -f- Xj -f-. . .-h X;,, et je poserai 

X, -H X, -H . . . -f- X„ :^ V, 

(le sorte que v representera le nombre maximum des solutions dis- 
tinctes qui sont s. p. d. s. e., de periode o), tel que P = o en admette v, 
et pas davantage. Je designerai par S, (a?), S2(a), . . . , Sv(a?) v solu- 
tions distinctes de cette nature. 
Toute integrale de la forme $(a?) a pour multiplicateur une racine 



(*) Annnles de l^Scnle Normale supirieivrey p. 49'? i883 

(«) Z^/V/., p. 76. 

(') Jbid.^ p. 70. 

(*) Ihid.,^, 83. 

(») Ibid.y p. 52. 

(«) Ibid,, p. 75. 



KQIATIONS DIFFERENTIELLES IJN^::AIRES A COEFFICIENTS PERIODlQirES. I 85 

de A = o, el, si £/ est celte racine, Tiulegrale est line combin<iison 
linenire des elements du groupe correlalif de £/. J'ai memc demontre ( * ) 
<|ue, si cetle integrale de la forme ^i{x) est du degre i, elle s'obtiendia 
en combinant seulement quelques elements des divers sous-groupes 
correlalifs de £/, ceux dn degre egal ou inferieur a i. En parliculier, 
nne solution s. p. d. s. e., de pcriode f*), sera une oombinaison lineaire 
de eelles des fonctions 8,(^7), S;j(a'), . . ., Sv(.r) qui apparliennent a 
son multiplicateur. 

Enfin la condition necessaire etsuPfisante pour qu'il exisle m inte- 
grales distinctes qui soient s. p. d. s. e., de periode w, etant que Ton 
nil V = //I, ou 

equivaudra a 

a cause de )./5]ul/. Autrcment dit, cbaque racine doit annuler tons 
les mineurs de A jusqu'a Tordre marque par son degrr de multiplicite 
exclusivement.Cette condition est remplie d'ellememe lors(|ue A — f) 
n'a que des racines simples. 

2. Si maintcnant nous faisons abstraction de la porioile co, pour n'en- 
visagcr, dans les coefficients /?,, />2» •••» Pm* que la periode w', nous 
aurons des proprietes en tout point analogues aux precedenles. Nous 
obtiendrons un systeme fondamental de solutions de la forme $'(^)« 
qui se parlagera en groupes et en sous groupes, et qui sera lie a une 
certaine equation algebri(|ue 



\'Z=L 



• • • 
Km 



** I J • * • 

V — z' 



-V. 
A. 



ni 



m 



•A /MI 






^= <), 



n'ayant, comme A = o, ni racines nulles, ni racines iniinies, et qu'on 
appellera Vecfualion fondamentale relative a la periode w'. 

Je designerai par n' le nombre des racines distinctes de A'= o, par 
6,, i^, ..., £„. ces racines, par /x',, jul!,, ..., [j!^. leurs degres de multipli- 



(* ) An miles de V Katie Normnle snpericure, p. 82; i883. 
Ann. de C F.c, Normals, 3* Scrie. Tome I. — Jiin i88'|. 
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ciie respeclifs, et par \\, X!,, ..., X^. les ordres a partir desquels le-* 
mineurs de A' cessent d'etre tous nuls, qunhd on y remplace e' succes- 
sivement par g'^ e^, . . ., e),,. 
Si je pose 

X', H- X J 4- . . . -h Kt' =^ '''» 

P = o admet alors v' integrales distinctes s. p. d. s e., de periode w\ 
ol n'en admet pas davantage. Je represenlerai par S',(a?), 82(0?), ..., 
Sv.(a7), v' solutions distinctes de cette nature. Pour exprimer qu'elles 
sonl au nombre de /w, on ecrira 

II. — Sur le nombre des solutions distinctes qui sont doublement 

p6riodiques de seconde esp^ce. 

3. Considerant maintenant les deux periodes simultanees (o et a)\ 
j'envisnge les integrales designees aun"* 1 parS, (.r), S.^(.a?), ..., Sv(^), 
et les integrates designees au n" 2 par S'^(a?), ^.^x) Sy.(.r). 

Puisque les coefficients de P = o possedent la periode w', les func- 
tions S, [x -H w'), 82(^7 -h w'), . . ., Sv(a: -h Ol)') sont aussi des solutions. 
Kn outre, coinme le changement de x t\\ x -^ w' dans Tidenlile 

S,(^ 4- co) =r £/S|(j7) 

donne celle-ci 

ces solutions sont s. p. d s. e., de noeme periode w queS,(x),S2(a?). ..., 
Sv(^), et respectiveinent des memes multiplicateurs. 

Pareillement, les fonctions S',(j?-i-^), 82(0? -h w), ..., 8^(0? 4- w) 
sont des integrales s. p. d. s. e., de periode w', et respectivement des 
memes multiplicateurs que 8'^(x), 8!j(^), . . ., 8v'( j:). 

De cette remarque et d'une proposition rappelee plus haut decoule 
le theoreme suivant : 

Sly parmi les integrales ^[x)ou parmi les integrales 8' (a:), une fonc- 
iion se trouve seule de son multiplicateur, elle est doublement periodique 
de seconde espece. 

En effet, 8,(0? -f- w'), par exemple, etant une integrale de meme pe- 
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riode w et de mSme multiplicateure, que S/(a?), s'obliendra en combi- 
nant lineairement S/(a:) et toutescelles desfonclions S(a-) qui appar- 
tiennent au multiplicaleur £/. Si done S/(a?) est seule dans ce cas, on 
. aura 

e- elant une constante, e'est-a-dire que S|(^) admet aussi w' cominr 
periode de sceonde espeee. 

Supposons que Tune des deux equations fondamenlales, A = o par 
exemple, n'ait pas de racines multiples; on a alors {*) 

autrement dit, les integrates S{x) sont au nombre de /n, et chacune ('st 
seule de son multiplicateur. D'oii cette proposition, consequence du 
iheoreme precedent : 

Si Tune des deux equations fondamenlales naque dds racines simples, 
I' equation P = o admet comme integrales distincles m fonctions double - 
ment periodiques de seconde espeee. 

V 

Conitne, en general^ une des equations fondamenlales aura ses ra- 
cines toutes differentes entre elles, on pent dire que : 

En general, r equation P = o adm,et, comme integrales distincles, m 
fonctions doublement periodiques de seconde espeee, 

C'est la le iheoreme de M. Picard. 

4. II est clair que P = o n*admet pas toujours ces m solutions. Le 
nombre des integrales distinctes qui sont d. p. d. s. e. no pent evidem- 
ment surpasser celui des integrales s. p. d. s. e. de Tune ou de Tautre 
periode. Autrement dit : 

Le nombre maximum, N desfonclions distincles, doublement periodic 
ques de seconde espeee y qui satisfont a liquation P = o, ne peul sur- 
passer aucun des deux nombres v et v'. 

Le plus petit de ces deux nombres est ainsi une limite superieure du 



( > ) Annates de VEcole Normale sup<frlcurr, p. bx ; i883. 
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nombre N. Celle limiie pouvant etre inferieurc a/n, il en est de ineme 
<lu nombre N. 

Si, par exemple, I'une ties deux equations fondamenlales n'aqu'une 
ratine, de degre de multiplicite m, n*annulant pas tons les mineursdu 
premier ordre, P = o n'aura pas deux inl^gralesdistinctesd. p. d. s. e. 

5. Mais nous allons voir que P = o admet toujours au moins une 
solulion de celte nature et trouver une limile inferieure du nombre N. 

Dans ce but, je remarque que le ibeoreme du n° 3 pent s*etendre 
ainsi : 

Sly parmi les integral€sS{x) ou parmi les integrales S'(a?), plusieurs 
fonctions se trouvent du mime mullipUcateur^ il existe au moins une com- 
binaison lineaire de ces fonctions qui est doublement periodique de seconr/e 
espece. 

Suppt)sons, t»n effet, que S,(»r), S2(»r), ..., Si{x) apparliennent au 
mcmc multiplicaleur. Les fonctions S, (;r -h w'), 82(0:-}- w'), ..., 
S)(a7-h w') sont alorsdes solutions (n** 3) admettant, pour laperiode w, 
ce meme mulliplicateur. Il en resulte (n** 1) que ces solulions sont X 
combinaisons lineaires des integrales S,(a?), S2(ir), ..., Sx(.r), car on 
suppose que ces integrales sont les seules a admellrc le multiplicaleur 
en question. Lc determinant des X^ coefficients constants est d'ailleurs 
different de zero. Or j'ai demontre (') que, dans ces conditions, il 
existe toujoursau moins une combinaison lineaire de S, (,r), S2(ir), ..., 
Sx(jr), qui est s. p. d. s. e., de periodew'. Comme une pareille combi- 
naison admet evidemment la periode de seconde espece («), puisque, 
pour cetle periode, les multiplicateurs de 8,(07), 82(0?), . . ., 8).(^) sont 
egaux, elle constiluera une integrate d. p. d. s. e. 

De ce theoreme et du tbeoreme n" 3, je conclus que : 

Inequation P = t) admet toujours, comme integra/e, une fonction dou- 
blement periodique de seconde espece. 

C'est la proposition qu'tjnt etablie, pour la premiere fois, MxM. Pi- 
card (2)et Mitlag-Lefflor('). 

( * ) Annates dc rKctdc Normnle supericitrc, p. 55; i883. 

(*) Complcs rcndiis des- seances dc f Academic des Sciences y i6 fevrier 1880. 

(3) Ibid, 
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D*uprcs les deux memes theoremes, a chaque multiplicaleur dcs 
functions S{jo) par exemple, repond au nioins une inlegrale d. p. d. s. e. 
II existe done au moins autant d*integrales de cello nalure qu*il y a 
do multiplicateurs, c'est-a-dire au moins n, Elles sonl d*ailleurs dis- 
tinctes, car une relation lineaire et homogene entre elles en donnerait 
une enlre les fonctions S{x). Par consequent : 

L' equation P = o admet comme integrates lineairement inddpendantes 
au moins autant de fonctions doublement periodiques de seconde espece 
que I' une quelconque des equations fondamentales ade racinesdistinctes. 

Nous avons ainsi une limile inferieure du nombre N. Ce nomhre est 
au moins egal au plus grand des deux enliers n el n\ et en tout cas au 
moins egal a I'unite. 

6. Nous avoiis rcconnu (n** 3) que, si Tune des equations fondamen- 
tales n'a que des racines simples, P = o admet comme integrales dis- 
tinctes m fonctions d. p. d. s. e. Nous en avons conclu que P = o est 
generalement dans ce cas, en ce sens que generalement I'une des equa- 
tions fondamentales aura toutes ses racines difTerentes entre elles. Mais 
il importc de preciser les circonslances oil P = o remplira ces condi- 
tions, ce qui pent avoir lieu, comme on va le voir, lorsque n et n* dif- 
ferent de m. 

Observons d'abord que, si N est egal a m, il en est de meme de v el 

de v' a cause de rinegalile 

N<v et v', 

elablie au n** 4, les nombres v et v' ne pouvant surpasser m. 

Reciproquement, si v et v' sont egaux a /w, il en sera de meme de N. 

Si, en effet, v est egal a m, les integralrs S(^) etant au nombre 
de m constituent un systeme fundamental. 

Soient S, (^r), S2(j:^), ...,S|i(^) toutes celles qui appartiennent a un 
certain mulliplicateur. On a vu que S|(a7 -h w'), Sj(^-t-a)'), ..., 
S(i(^ -h w') sont alors tjL combinaisons lineaires distinctes des solutions 
8,(07), 82(0:), ..., 8|t(ar). Or j'ai demonlre (*) que, dans ce cas, on pent 
toujours combiner lineairement ces |x solutions, de maniere a obtenir 

( * ) Annates de VEcolc Narmale sup^rieiirc, p. 52 ; i883. 
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[X fonctions distinctes D(.r), qui soienl tie la forme 9^,(j?)ou de la 
forme 

les 9'(ir) etant s. p. d. s. e., de periode s)'. Goncevons done qu'on ail 
construit ces jj. integrales D{x). 

£lles possedent evidemment la periode de seconde espece &>; mais 
elles admetlentaussi w'comme periode de seconde espece, c'est-a-dire 
(|u*elles sont toutes de la premiere forme, de la forme 9'o(^)» ^■^''» '•^' 
elant egal a m, les solutions S'(x) constituenl un systeme fondamental. 
Les jx fonctions D{x) en sont done des combinaisons lineaires. Or cela 
exige, entre autres choses, qu'aucune d'elles ne renferme x explioite- 
ment. Toutes sont done de la forme ^'qIx), 

Nous avons ainsi jul functions d. p. d. s. e. I)(^), qui sont des com- 
binaisons lineaires distinctes des ]ul elements 84(0:), S2(j:^), ..., SpL(ir), 
et qui, par consequent, peuvent etre substilueesa ces jui elements dans 
le systeme fundamental S, (a?), S2(^), . . . , S,„(^). 

Cctte substitution etant faite, considerons maintenant les integrales 
^(x) qui appartiennent a un autre multiplicateur et operons parallele- 
ment, puis faisons de meme successivement avec tons les multiplica- 
leurs. On voit que finalement on aura substitue au systeme fonda- 
menlal des S{x) un systeme fundamental compose uniquement de 
fonctions d. p. d. s. e. 

Et, par consequent, si Ton a v=v' = m, il exisle m fonctions 
distinctes de cetle nature qui satisfont a P = o. 

Les conditions necessaires et suttisantes pour que N suit egal a m 
sont done 

qui equivalent, comme on sait (n*'' 1 et 2j, aux n -h n' egaliles 

Aj =:: |x,, Aj = 'X^, • • • ) ^/i ^^^ P-z/j 



D'oii cetle proposition : 

Pour que P = o admette comme integrales distinctes m fonctions dou- 
hlement periodiques de seconde espece, il faut et it suffit que toute ra- 
cine de chaque equation fondamentale annule tous les mineurs du premier 
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membre jusqud Vordre marque par son degre de multiplicite exclusi- 
vement. 

Remarquons que* quand Tune des equations fondamenlales, A= o 
par exemple, n'a que des racines simples, auqnel eas v = m, comme 
alors N = m, le nombre v' sera aussi egal a m; aulrement dit, la con- 
dilion de nullite des mineurs sera necessairement remplie pour Taulre 
equation fondamenlale. 

7. On pent sc demander ce qui a lieu lorsqu*un seui des deux 
nombres v etv' est egal a m, II est facile de voir que N est alors egal ii 
Tautre. 

FaisonSy en effel, v'=/w, et repctons la demonstralion de la reci- 
proque precedente, en y supposant v^m. On verra que Ton peul 
combiner lineairement les ). inlegrales S,(a:), 83(07), ..., Sx(a?), qui 
repondent a un ineme mulliplicaleur, de maniere a obtenirX fonctions 
d. p. d. s. e. Ces X fonctions sont distinctes et peuvent, par conse- 
quent, remplacer S,(ar), S2(j:^), ..., Sx{x) dans la suite S,(a:-), 
83(0?), ..., Sv(o*). En faisant la substitution analogue pour chaque 
multiplicoteur, on aura finalement v integrales distincles d. p. d. s. e. 
Comme N ne pent surpasser v, on a done N = v. 

D'oii ce theoreme : 

Quand I'un des nombres v et v' est egal a /n, N est egal a l' autre. 

Ce tbeoreme, et la reciproque du n^ 6, qui en est un cas particulier, 
peuvent d*aiileurs s'etablir aussi aisement de la maniere suivante : 

v' etant egal a m, les integrales S'(a7) constituent un systenie fonda- 
mental. En ecrivant que S',(ic-i- w), S'Jjj-4- w), . . . , S^,(cr -+- w) sont 
<Ies combinaisons lineaires de S^(j:-), S!j(a:), . . ., S,„(o?), on en deduira 
alors I'equation fondamenlale A = o. Comme 8,(07-1-0)) s*oblient en 
combinant uniqueinent celles des fonctions 8'(o7) qui appartiennent a 
un meme multipliraleur, on verra que le determinant A se presente 
sous une forme parliculiere, produit de plusieurs determinants, et 
telle que le noinbre v, relalif au determinant total A, soit la somme des 
nombres analogues relatifs aux determinants composants. On en con- 
clura sans peine que N est egal a v. 
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8. Supposant mainlenant les nombres v ct v' quelconques, je me 
propose, connaissant les inlegrales S,(ar), S2(^), ..., Sv(^)f par 
rxemple, de calculer les solutions d. p. d. s. e.el, par consequent, aussi 
le nombre N. 

Soient, comme toujours, £,, e^, . . . , e^, les n inulliplicaleurs distincts 
dcs fonctions S,(a?), 82(07), ..., Sv(a7). Une integrale d. p. d. s. e. 
admel (*), pour la periode «, un de ces mulliplicateurs. Pour obtenir 
routes ces integrales, il suffira done de construire successivemeni 
(oules celles qui, pour la periode &>, repondent au multiplicateur £,, 
puis au multiplicateur £2* etc. 

Cherchons celles qui repondent au multiplicateur £,. 

Soient S<(ir), 82(^7), . . . , Sx^(.a?) toutes celles des fonclions S{x) qui 
possedent le multiplicateur £|. Chaque combinaison lineaire de ces 
)., fonetions jouit de la meme propriete. Si done je construis celles de 
res combinaisons qui possedent la periode de seconde espere «', j'ob- 
tiendrai des integrales d. p. d. s. e. au multiplicateur commun £« 
pour w. Toutes les integrales chercbecs seront, d'ailleurs, obtcnues 
par ce moyen, car on sail (n° 1 ) qu'une integrale qui admet la periode 
de seconde espece o) et le multiplicateur £, est une combinaison 
lineaire de S^ (a:), 82(0:), . . . , 8x,(^)- 

La question est par consequent ramenee a ce probleme : • Trouver 
les expressions 

C, S,(.r) ■+- C,S,(.r) -H. . . -+- C),. S)..(.r) 

qui admettent w' comme periode de seconde espece, C^, C2, .. ., C\^ desi- 
gnant des constantes. > 

Or, si Ton observe que 8,(0? -+- w'), 82(^-4- w'), ..., 8x,(^-4- w') sont 
(les combinaisons lineaires de 8, (a?), 82(^7), ..., 8x,(j:^), on sait resoudre 
le probleme precedent. 8oienl, en effet, 

S,(.r-i-to') =L,,S,(jr) -+-. . .4- L,x, Sx,(j:.-), 
S,(.r + to') =L2, S,(.r) +. . .4- Lj>.,S).,(.r), 



S)., (x 4- to') = L)„, S, (.r) H- . . . -+- Ly.x, Sx, (.r ) 



I • ) Annnles dc VfJcolc Normnh super icure, p. 5o; i883. 



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS PERIODIQUES. IqS 

les relations lineaires distinctes. On formera Tequation 



• • • 









= o. 



Si ses (liverses racines annulent les mineurs jusqu*aux ordres respeclifs 
^n» ^i2» •• •> ^i/t,» Gl si Ton pose 

on Irouvera v, expressions distinctes C,S^ (or) -f-... -h Cx,Sx,(a7) admet- 
tant la periode de seeonde espece w', c'est-a-dirc v, integralcs d. p. d. 
s. e. 

En operant de celte fagon a Tegard de tons les multiplicateurs £,, 
£2, ,.., £;,, on obliendra successivement toules les solutions d. p. d. s. e. 
qui, pour la periode w, admettent ces multiplicateurs, c'esta-dire 
toutes les functions d. p. d. s. e. qui. salisfont a P = o. 

Observons d'ailleurs que si, pour chaque niulliplicateur, on forme 
des fonctions distinctes, toules les integrales ainsi obtenucs, repondant 
aux divers multiplicateurs, seront elles-memes distinctes, de sorte 
qu'on en obtiendra le plus grand nombre possible, en prenant cbaque 
fois Ic nouibre maximum. Or, pour e,, re nombre maximum etait v^; 

si done je designe par v^, v^ y„ les nombres analogues pour go* 

ftj. ...» £/!> on voit que Ton a 



N = V, 4- Vj -f- . . . + v„ ; 



autrement dit : 



L'equalion P = o admet comme integrales distinctes v , -f- v^ ■-!-... n- v,^ 
fonctions doublement periodiques de seeonde espece et nen admet pas 
davantage. 

9. II est facile d'obtenir d'autres representations du nombre N. 
Auparavant, je vais etablir un lemme. 

Une integrate d. p. d. s. e. admeltant, pour la periode cj, un certain 
multiplicateur, est une combinaison de celles des fonctions S(a:) qui 
apparliennent a ce multiplicateur. Pareilleinent, Tinlegrale consideree 

Ann, (le Vt.c, Normalc. 3« Serie. Tome I. — Jiix i88'|. ' ^5 
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est une combinaison iineaire des fonctions S'(^) qui possedent son 
multiplicateur relatifk la periode co'. 

II en resulle qu'une somme d'integrales d. p. d. s. e. pent se mellre 

sous la forme 

C, S, ( j:) + C, S,(x) -f- . . . -h CvSv(^), 

et aussi sous la forme 

les C designant des constanles. 

Je dis que, reciproquement, loute expression susceptible de ees deux 
formes est une somme d'integrales d. p. d. s. e. 

Soit, en eflet,^ une telle expression. Dans la combinaison lineaire 
de S,(a:), S^ior), ..., Sv(^) qui, par hypothese, represenlej, groupons 
les termes de meme multiplicateur, et designons par ^/(o?) la somme 
des termes de multiplicateur e/. Soit de meme s^{x) la somme des termes 

de multiplicateur e]., dans la combinaison lineaire de S^(ar), S[^{x) 

S[f[x) qui exprime J. Nous aurons 

les fonctions s{x) et s'{x) etant telles que 
Dans Tidentite 

changeons x successivement en ^r 4- w, x -^ 2w, .. ., ,r 4- (n — i :w. 
Nous aurons n equations, d'oii Ton peul lirer ^, (x), ^^(a;), . . . , s,t{x)^ 
car le determinant est le produit des differences des n quantites dis- 
tinctes e,, ej, . . . , s,i, et, par consequent, n'est pas nul. J'obtiens ainsi 

*.(.r) =z Lis\(x) 4- Lts\ (a: 4- w) V. . .4- L„5', [.r 4- (n — i)w] 
4-L,.?',(x) -^LiS\{jc -hta) 4-. . .4- Lrt^', [x 4- (/I — l)w] 



4- LiV(^) -hLiSn'{X 4- to) 4-. . .4- LnS'n'[x -h (H — I^w], 

c*est-a-dire 

Si{x) r=ff,(x) 4- ^ti-r) 4-. . .4-^„'(j:'), 
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les fonctions (7{x) ctant des solutions, et des solutions tellcs que 

Cliaque ligne L,^}(ar) -4- ^.^Sjix -h w) -h . . . H- LnSj[x -h (n — i)w] est, 
en effet, dans ce cas. 
Dans ridentile 

changeons maintenanl ic en a? -H w, et il vient 

ou bien 

Or, les differences (7,(ir -h w) — £/Oy(ar) admettent cliacune la periode 
de seconde espece od', avee des mnltiplicalenrs differents EHes sont 
donc(^) nulles separeincnl; d'ou 

c'est-a-dire que les integrales (7(0?) sont d. p. d. s. e. 

Chaque solution Si[x) est done une somme d'intograles de celle 
nature, et, par consequent, il en est de nieme de Texprossion j. 

10. Le leinme qui |)rerede conduit a deux interpretations du nom- 
hre N. 

Une combinaison lineaired*integrales d. p. d. s. e. s'exprimant sous 
la forme 

et aussi sous la forme 
donne lieu a Tegalite 

C,Si(j:-) 4- CiSj(x) -h. . .4- CvSv(«^') — C, Si(.r) 4-C',Sj(.r) f- . . . -1- Cv'Si•l.^•), 

e'est-a-dire a une relation lineaire el homogene, a coefficients con- 
stants, entre les v -h v' fonctions S(^) et S'(a?). Comine, avec les N inte- 



(») Annates de VEcole Normnle superieure, p. 69; i883. 
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gralcs doublement periodiques, on pcut construire N combinaisons 
lineaires dislinctes, il existera N relations distincles de celle forme. 

II n'y en a pas davanlage. En elFct, considerons-en N H- i, et ecri- 
vons-les ainsi: 

les 7 ne conlenanl que les S{x), et les cr' que les S'{x). D'apres lo 
lenime, les ^ et les cr' sont alors des combinaisons lineaires des N inle- 
grales d. p. d. s. e. Comma avec N quantites on ne pent former plus de 
N combinaisons lineaires distinctes, on voit sans peine que Tune des 
N -f- I relations est une consequence des autres. II n'y en a done pas 
plus de N dislinctes. 
D'oii cette proposition : 

II existe, entre les integrales S, (a?), . . ., Sv(a7), S',(a;\ . . ., 8^(0?}, 
autant de relations lineaires distinctes que P = o a de solutions dis- 
tinctes doublement periodiques de seconde espece, et il nen existe pas 
davantage, 

Les inregrales S,{.r), Sjf^). . .., S^f^) salisfont (*) a une equation 
differentielle lineaire homogeue P^^ o, d'ordre v, a coefficients perio- 
diques, de periode (o, car les S(a7 -4- co) sont des combinaisons lineaires 
des S(^). Pareillemenl, les inlegrales S'/o?), S'^(a?), . . . , Sv (^) verifient 
une equation analogue P^^r = o, d'ordre v'. Un iheoreme, demontre 
plus loin, montre meme que les coefficienls de ces deux equations 
sont doublement periodiques. Une solution d. p. d. s. e. de P= o, ou 
une somme de pareilles solutions, elant a la fois une combinaison 
lineaire des S;^.r) et une combinaison de S'{a?), salisfera a la fois aux 
deux equations P,o=o et Pt^' = o. Reciproquement, loute integrale 
commune a ces deux equations, elant susceptible des deux formes, 
sera, d'apres le lemme, une somme des solutions d. p. d. s. e. 

Les integrales communes aux equalions Pa, = o et P^,' = o sont done 
les solutions de cette nature, et leurs combinaisons lineaires. Par con- 
sequent : 

Pj^=o et P^^/ = o ont autant d* integrales communes distinctes que 



(*) Annates de VEcolr Normale sttfx^rieure, p. 67; i883. 
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V = o a de solutions dislinctes doublement periodiques de seconde espece, 
et nen ant pas davanlage. 

11. Nous avons reconnu (n^* 4 et5) que le nombre N satisfait aux 

inegaiites 

n el /j'?N::v el v', 

ce qui prouve incidemmenl que 

/I *: v' el n'l^t. 

La premiere propositiou du nuinero precedent conduit a la nouvelle 
inegalitc 

Kn effel, puisqu'il existe, cnlre les v inlegrales S(.t) et les v' inte- 
grates S'(x), N relations lineaires distinctes, et seulement N, il y a 
v-hv'— N dc ces inlegrales qui sont lineairement indepcndantes, el, 
par consequent : 

Le nombre entier positifv H- v' — - N est toujours au plus egal a I'ordre 
m de r equation differentielle. 

Cette (Icrniere inegalite contient la proposition du n*" 7 et, par con- 
sequent, la reciproque du n*^ 6, qui en est un cas parliculier. Elle 
monlre en cfTet que, si v', par exemple, est egal a m, N sera egal a v, 
qu'il ne peul surpasser. 

Si Ton suppose v = v'= /n — i, elle montre que N sera egal a m — r 

ou a m — 2. 

Quant aux inegaiites 

n el /*'!!>' Iv el v', 

je les ai deja ulilisees. En voici deux consequences que je n'ai pas 
enoncees. 

Si aucune des ravines de Vune des equations fondamenlales nannule 
tous les mineurs du premier ordre dans son premier membre, le nombre N 
est egal au nombre des racines distinctes de cette equation. 

Si le nombre v, pour Vune des equations fondamentales, est egal au 
nombre de racines distinctes de rautre, il reprdsente exactement la va- 
leur rfe N . 



/ 
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III. — Propri6t6s des intdgrales. 

12. Designons par/, (a?), /^(a;), ...,/„(a7) /n solutions distiucles do 
I'equalion P— o, choisies arbitraireinent. Comine les coefficients de 
P z= o possedent la periode o, les valeurs/,(;r -h w),/!^-^^^*). .. ., 
/;„(a: -+- w) qu'acquierent ces m solutions, lorsqu'on y change a? en 
r-+-co, s*expriment en fonclions lineaires, homogenes, ii coefticienls 
constants, des valeurs primitives. Pareillcn)ent, a causede la periode w', 

soul des. combinaisons lineaires de/,(ic)./2(^), ...•/rt(^)- 

Ces proprietes caracterisent les equations differenlielles qui reni- 
plissent les conditions imposees a P = o; car reciproquemenl : 

Soienif^ [x)yf.j^[x), . . -.fm[-^) mfonctlons uniformeSy lineairemenl in- 
dependantes : si les valeurs que prennent cesfonctions, lorsquony change 
xen X -^ ^^ el les valeurs quelles acquierent. lorsquon y change x en 
X -h o/, peuveni sexprimer en fonclions lineaires, homogenes, a coeffi- 
cients constants, des valeurs primitives, ces m fonclions sntisfonl a une 
equation dijferentielle lineaire, homogene, d'ordre m, a coefficients uni- 
formes el doublement peripdiques, de periodes w ^/ w'. 

En effet, les/(a7 + w) elanl des combinaisons lineaires dislinctes 
des fonclions /(a:), ces fonclions satisfonl (^) a une equation difle- 
renlielle de la meme forme que P == o, a coelUcients uniformes, mais 
simplement periodiques, de periode w, Comme, d'autre part, les 
fx -4- <o') sont des combinaisons des fonctions/(a:-), ces memes fonc 
lions verifient une equation differentielle, loujours de la forme P = o, 
a coefficients uniformes, mais de periode w'. Or les premiers membres 
de ces deux equations differentielles sont identiques; car elles ont un 
sysleme fondamental d'integrales commun, et, si le;^ premiers membres 
ne coincidaient pas, leur difference, qui est au plus d'ordrem — i, se- 
rait annulee parm fonclions dislinctes, ce qui est impossible. 



( ' ) An nates de r Ecote Nornmlc supericure, p. 67; i883, 
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Ce iheoreme montre, en particulier, que les equations Peo=o el 
Pj^/ = o (lu n** 10 sont a coetficienls doublement periodiques. 

13. Je me propose actuellement de former un systeme fondameniol 
d'inlegrales possedanl des proprietes simples. 
Ce probleme est resolu dans le cas ou I'on a 



V zn v'r^ /?!, 



et par consequent dans le cas general, qui est celui ou Tune au moins 
des deux equations fondamentales n*a pas de racines multiples. Nous 
avons vu, en efTet, qu*alors P = oadnvet un systeme fondamenlal 
compose de fonctions d. p. d. s. e. 

14. Je vais examiner le cas le plus general apres celui-la, celui ou, 
les deux equahons fondamentales ayant des racines multiples, aucune 
de leurs racines n*annule tons les mineurs du premier ordre dans le 
premier membre : c'est le cas oil Ton a 

Comme v et v' ne sont pas tous deux egaux a m, P = o n*admet pas 
m solutions distinctes d. p. d. s. e. D'ailleurs, nos inegalites don- 
nent ici 

c'est-a-dire que le noinbre des racines distinctes est le mdme pour les 
deux equations fondamentales et que ce nombre represente celui des 
solutions distinctes qui sont d. p. d. s. e. Ces n solutions ont, par 
consequent, des multi|)licateurs distincts relativement a chaque pe- 
riode. 

Envisageons les coeflicienls de P = o au point de vue de la pe- 
riode ct). Puisque aucune des racines de A = o n^annule tous les mi- 
neurs du premier ordre dans A, le groupe d'integrales qui correspond 
a cbacune d'elles ne donne lieu qu'a un seul sous-groupe (*). Soient 
Fi(^)' ^^{^) Fpt,(^) les elements qui composent le groupe cor- 

(») Annates de I'Ecolc Normate sup^rivurey p. 78; i883. 
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relalifde la racinc s,, d'ordre de mulliplicit^ ]ul,. On sail (')quMlssont 
de la forme 

/F,(^)--:-?n(^0, 
F,(.>r) -cp2i('^")-+-^?«(^)> 



(0 



F/(.r) -- cp,-,(.r-)-h^<p,j(./;) -h . . .-h.r'"* «?/i (•'•)» 



oil les fonctions (p{x) sonl idles que 

'^(j7 4- to) =iz £j^(.r). 

Ces fonctions sont des eombinaisons lineaires de celles d*entre elles ou 
le second indice est i , el Ton a 

En parliculier, 9n(a?), faal*^) ?iai|jl,(^) "^ difierent mutuejlemenl 

que par des facteurs constants. Entin aucune de ces dernieres fonc- 
tions, a indices egaux, n'estidentiquement nulle. En effet, le groupe(i) 
ne donnant lieu qu'a un seul sous-groupe, un element de ce sous- 
groupe renfermcra la puissance jul,— i de x. C'est ce qui ne pourrail 
avoir lieu si o^^^^^) etail nulle, car les elements du sous-groupe coin- 
cident avec4es expressions ( I ), ou en sont des eombinaisons lineaires. 
II faul done que (p^^^^^{x) differe de zero. Mais alors (pii{x) en diflere 
aussi (*). 

Comme les coefficienis de P == o possedcnt egalement la periode w', 
F^(a?-4- co'), Yzix -H w'j, .. ., F^^[x -h w') sont aussi des solutions, et, a 
cause de 

C ( J7 -}- to' -h to) r= £, O (.r H- <!>' ), 

ces solutions sont respectivementdesmemes formes que F,(x),F2(a:),..., 
Fjx (a?). II en resulte (^) queF/(;r-f- a)')est une combinaison lineaire de 



(') Annales de rfJcole Nor male snpdiieure^ p. Sg; i883. 
(*) lbid,f p. 8o. 
(') Ibid.f p. 59. 
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Les constiinles ;', , e!, tj,, associees respectivemenl & s.VJ,™ 

sont (lone les raciiics de A' = n, ct> qui etaithien visible. Mais on voil iJe 
plus que cliacune d'clles est du meme ordre <le mulliplicile que la 
raeine de A = o qui lui esl associee, car e\, e!., .... e^, son I dislincts, 
puis n' eslegal a n. 

Cela pose, reveiions au groupe F|(.r), F.j{x) F^. (j.-). correlalil' 

dee,. Il icnferme done autanl d'inlegrales qu'il y a d'liiiiles dans le 
degre de niulLiplicilc de la racitie e', de A' ^= o, et par eonst-quent, eu 
pgard aux relalioiis (a), il conslitim uii groups cumplcl an poiiil de vue 
de la [leriode w'. On a 



I ^V,(^)-?■^.,.(■-■)^ 



A^)^ 



..(■r)H 



^,(.0. 



oil les foncUons (p'(.i) sonl s. p. d.s. e., de periode w' cl de nienie mul- 
liplicaleur e',. Ces functions sonl des combinaisons lineaircs de celles 
d'eiUre ellcs oii le second indiec esl i, el, en parliculier, f\^{jr'„ 
fjii^)' ■■■■ yniM.,!-*") "e dirferenl mutuellemeni que par des faeleur.'s 
conslanls. Observuns eiifin qu'aucune des Tone lions f\,{:r),f'^^(x), .... 
?ii,!i.,(''') "^ ^€''3 idenliquement nulle, ptiisque, par liypotbese, e', n'an- 
nulaot pas lous les mineurs du premier ordre dans A', a i\ repondra un 
seul sous-groupe. 

Toul groupe d'integrales de Tequalion P = o, eonsideree comme a 
coefficients periodiques de periode w. est done compose d'elements 
suseeplibles cliacun des deux formes '■S{.r) et'f'(a:) avec le nieine degre, 
ainsi que I'indiquent les foruiules(i) el (3), el Ton a la proposition 
suivantc : 

Lorsquc, les deux eqttaiions fondamenlales ayanl des racincs nnUtiples, 
nuciine. de ccs ravines n annate lous les mineurs du premier ordre, chatfue 
raeine de ^ = o est associee a une radne de A' = o ayanl mime degre de 
mullipUcite. Soil n la valeur commune des nombres de racines distinctes. 
suient £|, E^, . . ., ■„ ces racines pour A =: o, el i,, £.,, , . ., e,, les racines 
respeclivemenl associees de A' = o ; soient // , , ^.^ fia If^ valeurs com- 
munes de tears ordres de mullipUcite. It existe un syst^me fondamenlal 
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(les solutions de meme forme que F|(a;), Yii^)* •••t F|x,(^)» •'^ppai'te- 
nant au meme muUipUcaleur £«• II en resulte que Ton a 



les coeSicienlsL etant constants. 
Si alors on eonsidere Tequation 



= 0, 



que Ton designe par v', la somme des ordres a partir desquels les mi- 
neurs de ce determinant cessent d*etre tons nuls pour ses diverses ra- 
cines, on sait (*) qu*il existe p., combinaisons lincaires distinctcs de 
F^(ar), F2(a:), ..., F^ (;r), o'est-a-dire fx, integrates de la forme *(^), 
se partageant en v', sous-groupes, dont les elements sont de la forme 
fj^(or), le premier de cliaque sous-groupe etant s. p. d. s. e., de pe- 
riode w'. 

Le groupe F,(a7), F2(a7), ..., F|jL^(a?), eorrelatif de la racine £, de 
A = o, donne ainsi fii integrates distinctes, qui sont a la fois des deux 
formes ^S{x) et 9'{x), et dont v', admettent w' comme periode de se- 
conde espece. 

Considcrons maintenant les n — i autres groupes, correlatifs des 
n — I autres racines e^* Ss» • • •• £« de A — o. Chacun d'eux conduira a 
des integrates analogues. 

D*ou Ton conclut que P = o admet un svstcme fondamental de 
solutions susceptibles des d^ux formes <S{x) el 9\x), et dont 
v, -f- v'2 -f- . . . -H v'„ admettent w' comme periode <le secoude espece, v!^, 
v',, . ..» v'„ etant les nombres analogues a v',. 

On reeonnait d*ailleurs sans peine que Ton a 



Vj -4- Vj 4-. . . + V,, 



V 



/ 



t 



de sorle que v, + v'^ -h . . . -h v„ est le nombre maximum des solutions 
distinctes qui admettent co' comme periode de seconde espece. 

( *) A finales de VEcolc Nor male supdncufv. p. 78; i883. 
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D'oii celte proposilion : 

P = () admet toujours m integrales distinctes susceptibles chacune des 
deux formes ^£{x) el 9'{x)y el par mi lesquelles se trouvent les solutions 
dislinctes simplement periodiques de seconde espice, de periode «', en 
nombre maximum v', 

Eu paranfilogie : 

P = o admel toujours m integrales distinctes susceptibles chacune des 
deux formes (£{x) et9\x)^ et parmi lesquelles se trouvent les solutions 
distinctes simplement periodiques de seconde espece, de pdriode w, en 
nombre maximum v. 

Cela pose, designons respectivement par 
et 



m V 



les systemes fondamentaux du second et du premier enonce qui pre- 
cedent. 

Soil, comme toujours, N le nombre maximum des solutions distinctes 
D,, Da, . .., D^ qui son! doublement periodiques de seconde espece. 

J'observe d'abord que, dans cbacun des systemes (i) et (2), on pent 
remplacerN des elements periodiques de seconde espece par les N intc* 
grales distinctes D,, D,, ..., D;^. Considerons en eflct le systeme(i), par 
exemple. Les tbnctions D,, D2, .. ., D,, sont N combinaisons lineaires 
distinctes de S, ,83, . . ., Sy. Parmi les determinants de N' elements que 
Ton pent former en prenantde loutes les manieres possibles N colonnes 
dans le tableau des coelTicienls constants de ces combinaisons, il en est 
done au moins un qui n'est pas nul. Les N functions S qui lui corres- 
pondent peuvent, par consequent, etre remplacees par D,, D,, ..., 1)^, 
sans que le systeme (1) cesse d*etre fundamental. 

Soient alors 

(3) Dj, I)j, ..., l)>-; S>i4.i, o>-^st ..., Sv» t|, if, ..., 1/ii-v; 

(4) ^^i> ^^s> •••» ^^n; ^>i4-i» ^>-»-i> •••> ^vJ T, T, ..., r,„ V' 

les nouveaux systemes. 
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Kovisageons le premier. Jc rcmarque que Ton a (n® 11) 

v' — N 5/^* — V, 

« 

(**esi-a-(lire quo le nombre des elements S' du second est au plus egal au 
nombre des elements T, etjevais prouver que, dans le systeme(3), 
on pent remplacer v'— N des fonctions T par les Ibnclions S^^, , 

S,,^, Sv du systeme (4). 

I.es integrales S^+j, S'^^.„ ..., Sy sont en elfel v'— N combinaisons 

lineaires des elements D,, Da, ...,Di,, §^^,,85,^,, ...,Sv, T,,!^ 

T,„_v du systeme (3). II suffil done d'etablir que, si Ton considere le 
tableau des coefficients des fonctions T dansces combinaisons, puis les 
determinants obtenus en prenant de toutes les manieres possibles 
v'— N colonnes dans ce tableau, Tun au moins de ces determinants ne 
sera pas nul. Or, supposons que tons soient nuls; il en resulterail une 
rgalile de la forme 

(|ui est impossible; car alors cbaque membre de cettc egalite serait 
0° 9) une combinaison lineaire de D,, D^, ..., Dj,, de sorte qu'on au- 
rait une relation lineaire entre D,, Dj, .. ., Dj, et S^^,, SJ,^.,, ..., S^, 
par exemple. On pent done toujours, dans le systeme (3), remplacer 
v' — N des fonctions T par S,,^i, 85,^.,, . . ., S^-, sans que ce systeme cesse 
d*etre fondamental. 

Faisons celte substitution, et nous oblenons un systeme de la forme 

D'oii cette proposition generate : 

L' equation P = o admet toujours un systeme fondamental d' integrales 
susceptiblcs chacune des deux formes ^S[x) et ^£'{x) et comprenctnt : 
I'* fi fonctions [){x) I a** y — N fonctions S(^); 3"* v'— N fonctions S'{x). 
Ce systeme renferme done a lafois les integrales distinctes, simplement 
pcriodiques de seconde espece, en nombre maximum, pour chaque pe- 
riodcy et, parmi elles, les integrales doublement pcriodiques de seconde 
espece distinctes en nombre maximum. 

Ainsi, dans un casquelconque, une integrale fondamentalede P^o 
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jouit (Je cclte propriele d'etre susceptible a la fois des deux formes 
^(x) et 9'{x). C'est cette propriele qui nous eoi^iuira a Texpression de 
oette integrate. Mais auparavant je vais appliquer ee qui precede au 
cas^ou P = o est du second ordre. 

16. P = o elant du second ordre, les equations fondamenlales sont 
du second degre et les entiers n, /i', v, v' ne peuvent avoir que les va- 
leurs I et 2. 

Si chuque equation fondainentale, oil seulement I'une d*elles, a ses 
racines inegales, P = o admet deux solutions D(x) distiucles. II on est 
de memesi chaque equation fondamenlale a une raeine double annu- 
lant tous les mineurs du premier ordre dans son premier membro. 

Reste a examiner ce qui a lieu lorsque, chaque equation »yant une 
raeine double, ces racines n'annulent pas tous les mineurs du premier 
ordre dans les deux premiers membres. Ce sont les cas v = i avec >'= 1 , 
puis v= I avec v'= 2, et v= 2 avec v'= 1 . 

Dans ces trois cas, il n'y a pas deux integrates d. p. d. s. e. qui 
soient distinctes, et il existe un systeme fondamental dont un element/, 
a la forme D(^), tandisque Tautre y^ ^^t susceptible des deux formes 
^S{x) et (P'(^), Tuneau moins de ces formes etantdu premier degre, et 
toutes deux elant au plus du premier degre, puisquc Tordre de muhi- 
plicite des racines est 2. 

I® v= r, v'= I. C'est le cas du n" 14, et Ton a, par consequent, 

oil 922(^) ct ?22(^) ^^ sont pas nulles et nc diflerent chacune de y,i(j^) 
ou f\i{x) que par un factcur constant. II vientdonc 

)-, = I)(j-), j, = cp(j:*)-4- CxI)(a-) = cp'(.c)4-C'a:I)(ar), . avec C^o, C'tio. 

2'* v= I, v'= 2. On pent prendre j^ de la forme S'{x), d'apres le 
n® 15, et Ton a, par consequent, 

9,(\r) n'etant pas nulle, sans quoi P = o admettrait deux inlegrales 
d. p. d. s. e. distincles. De plus, <p,(a;) ne differe de D{^)que par un 
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facleur constant, c^v (Pq{x) -h x(pi{x) elanl one solution, il en est de 
meme de 9, {x) ; on a done 

tp, (or) = C D(^) -h C, [^o(«^) -H ^ ?i {X)], 

qui donne C, 9,(0:) = on C, = o, puisque fi{x) n'est pas nulle. II 
vient, par consequent, 

,Vi = D(jf), j, = ©(j?) -h Cj::D(.r) = S'(cr), avec C'^^o, 

3'' V = 2, v'= I. On aura, par analogic, 

IV. - Expression d'une fonction capable des deux fofmes 9{x)ei9'{x), 

17. Nous avons reconnu, au n*^15, Texistence de m integralcs dis- 
tinctes possedant ce caractere d'etre susceptibles chacune des deux 
formes 9{x) et9'{x). Si ces formes sont toutes deux du degre zero, 
rinlegrale correspondante est d. p. d. s. e.; mais sinon, quelle estl'ex- 
pression analytique de Tintegrale? Autrement dit, quelle est I'expres- 
sion d'une fonction capable des deux formes ^{x) et 9\x) de degr^s 
quelconques? Tel est le problemequi va nous occuper acluellement. 

La fonction Z(^), qui representera la deriv6e logarithmique -^j-^ 
ou S7-7 de rUne quelconque des quatre functions 5 ou 2r (suivant que, 

. t 

dans le rapport — » le coefficient de yj— i sera positif ou negatif), etant 
telle que 



Z(.r 4- w) =iZ(a') -+- 7> 7j(.t -^t»') =Z{x) -h q', <*iq' — q<a'=z — 21:^/ — i 

iq etant nul dans le premier cas el q' dans le second), je poserai 

aTcy/— iL *^ J 27r^/— I L ^ I 

(le sorte qu'on aura 

U{x-hiti) =i/(x), a' (x -h Oi) := u' (.t) — to, 

M(j:-f-to')z= u{x) — u>\ u'(x-ho>)^ u'(x), 

u ■+■ u'-hx-^o. 
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Soil alors F(a7) une fonclion capable des deux formes <S{x) et <JP'(a;), 
avec les multiplicatcurs t el s'. Je vais cherclier son expression analy- 
tique, en supposant d'ahord ^£'{x) du degre zero. Le cas oil a^(a:)serait 
du degre zero et *S'{x) du degre i' se conclura par analogie. Quant au 
cas general des degres i et «' quelconques, il se ramenera aux prece- 
dents. 

18. Considerons I'expression 

du mulliplicateur e et de degre i, ^/(.r) n'elanl pas idenliquemeni nulle. 
Supposonsque ^S{x) admette w'comme periode de seconde espece avec 
le mulliplicateur e'. 
On a 

c'est-a-dire 

Ordonnons le premier membre par rapport aux puissances de x. Nous 
obienons ainsi une expression de la forme ^jf(^), de mulliplicateur e el 
de degree, qui sera identiqueterme a lerme (*) avec le second membre. 
Idenlifions, et nous aurons («-f-i) equations du premier degre, qui 
vont donner (po(^ + w'), ^^(074-0'), ..., y,(x-f- w'), en fonclion de 
?o(^)» ?i {^)f • • •> Ti(^)' Ces equations sont 

{i— k-hi){i— k-\-2),,.{i—i)l ,. , ,x / / V 

I .J.iJ* • m fi 



(*) Annales de I* E cole Normale super icum, p. 69; i883. 

Ann. de I'Ee, Normale. Z* Sorie. Tome I. — Jfix i88}. 27 
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Elles (ionnenl 

1 • <a I 






t'iii'^i,k^i(j:) 4- £'cp/_A('«'), 



Lorsqu'on change x en a: -f- w', les fonclions s. p. d. s. e. (po{x), 
9i (^), . . ., (pi{a;) se eomporlent done d*une manicre simple, qui va nous 
permelire de les exprimer. 

J'observe d'abord que, d'apresia premiere equation, la fonclion f/(/r) 
est d. p. d. s. e. aux multiplicateurs t et t\ Je pose 

Considerons la fonction suivante 9/_,(^). On a 

desorte que la fonction uniforme et periodique, de periode co, 

ne changera pas parlecliangement deo: en a; 4- s)'. Jepeux done ecrire 

/lio:) designant une fonction doublement periodique. En posant alors 

/l(^)?«('^)=Wto(«3?), 
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il viendra 

7s^Q{x) elant une fonction uniforme d. p. d. s. e. aux multiplicatcurs s 
el i, comme croo(^)- 

Passons a la fonrtion y/-2(^)- On a 

— nz : — (o -|- w *, 

0/(a--hu>') ;p;(:r) I <p/(ar) 1.2 

c'est-a-dire 

On en conclura que la fonction periodique, de periode «, 

admet aussi la periode o'. En designanl alors par X2(^) cette fonclion 
doublement periodique, puis posant 

on aura 

zffgol*^) etant une fonction uniforme d. p. d. s. e. de multiplicateurs s 
c»l t\ comme cr,o(^) et ^^oo(^)- 

On aperQoit maintenant la loi qui regit la forme des fonctions f{x). 
Pourmontrcr sa generalite, je la suppose etaLlie pour 9/(^), f/_,(^), 
?/-2(^)» •••• ?i-A+i(^)» el je vais prouver qu'elle subsisle a Tegard de 

En effet, je puis loujours poser 

(/— A:-h2)(£ — Ar-hi) / x •/ s . 

1 • ^ f 

I t2«0* ■ • (A 

sauf a determiner TyAo(^) ^ consequence. 
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Or la fonclion v^j,Q{x)esi forcement uniforme, periodique de seconde 
espece, de periode w et de mulliplicateure, puisque(p/_A(^),crA-i,o(^)» 
wa-2,o(^)» • • •• ^oo(^) ^^ "(^) sont dans ce eas. Je dis qu'en outre elle 
admel la periods cd' avec le multiplicateure'; car on a, d'une part, 

/ 
, (/— A--r 2)(/ — A:4-l) / vr / \ rt9 

4-£ p-^-^ jj: Woo(^)[w(j:') — w J* 

el, d'autre part, 

?, k{JO -+- 0)') = (— I)* -^ '- ——-T, TT^ eV* woo(^r) ^- . . . 

I«2.0. . (A 

£ — A- -h I , , r , . I — A -h 2 / N / N 

^ s««> hy/t-i,o('^)H J WA-t,o('^)'^(^) + . .. 

-^ ..a....(A-.) ^ '°o.(.r)«*-'(-r)J 

£(l — !)...(£ — A- -+- 2)(£ — A-4-l) / V «./ vl 

^ ,...3....i- ^ -..(-)"*(-)]. 

et, si Ton egale ces deux valeurs, on obtient une 6galite qui se reduit a 

La loi est done generale, et par consequent : 
Lorsque laform^ 

de mulliplicaleur i et de degre i\ admet w' comme periode d& seconde 
espece^ avec le multiplicateur t\ ses coefficients ^[x) s'expriment de la 



Equations differentielles lineaires a coefficients periodiques. ai3 
maniere suwante : 

I 
* */ * \ 

o/_,(x) = mjo(^)H — rSio{x)u(x)-\ — — Woo(^)"-(^')» 

• • .....J 

Q 02 i( i I ^ 3 2 

I I«2 I .^ .O* • • I c ~~~ J J 

oii lesfonctions 7s[x sont uni/ormeSy doublement periodiques de seconde 
espece, de muUiplicateurs € et g'. 

Comme 9[x) est suppose de degre i, tJToot-^) n'est pas identiquement 
nuUe, et les coeWicienls (fi[x), (p/_, (07), (fi_2{x)^ . . ., ^q[x) sont tou- 
jours des degres respeclifs o, i, 2, . . . , i, relativement a u[x), 

Connaissant maintenanl Texpression des coefficients (i'[x) de 9[x), 
on en deduit celle de ^f![x). Nous aurons 

=^rsi^{x) -\- xwi_^^^{x) -^ x^TSi_^^^{x) 4-. . .4- x'-*TiT,o(j?) 4- x^~'^x3^^{x) -^ x^ts^q{x) 
4 — [w/_i.o(^) 4- a^W/.j^oC-^) -+-. . .4- (£ — i)a^'-*m,o(a?) 4- ix^-'^fs^^ix)] 

u^(x) 

[2.i.m,_, q{x) 4-. . .4- /(' — 0^'""*^oo(^)] 

1 • ^ 



tl \X ) ... _ .. 

4 5 ^. e(i — i). . . 3. 2. 1, Woo ( J?). 

Or on voit immediatement que, si Ton pose 

les coelncients de -^—y de — ^^ — > ••• > de — —— .> dans I expression 

1 1.2 1.2.3. . ,1 * 

precedenle, sont les derivees de n(^), prises en y considerant n,Q{x), 

^*-i,o(^)» ^i-2,o(^)» • • •» ^oo(^) comme des constantes, do sorte que, 
si nous employons la caracleristique d pour representer ce genre de 



4 



I • 



.4 



I 



r. 



^,] 

•' 

:»»-. 
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derivees, il viendra 

d'oii il resullc que (f (^) coincide avec le resiillat oblenu en remplacant, 
dans n(a?), X par a?-4-M(^), mais seulement en dehors de Br/o(^)» 
^i-<,o(^)» ^i-2,o(«^)» • • • » cyoo(^)' Or a? -h w(^) est egal a — u'{x): On 
a done finalement 



• t ' 



• • 



ce que j ecrirai 

en posant 

Remarquons que Ton a 

D'oii cetle proposition : 
Lorsque la forme 

a'(jr)=r Oo{x)-\-XOi{x) -f-. . .-^X^^i{x)y 

de multipUcateur s e/ de degre e, admet jt)' comme periode de seconde 
espece, avec le multipUcateur g', e//^ a pour expression 

OM les fonctions 7s[x).sont doublement periodiques de seconde espece, de 
periodes w et w', e/ de multiplicateurs e e/ e'. Les deux formes de 9{x), 
en X et u\x), sont toujours du mime degre, et les coefficients <fi{x) et 
'TSiix) des termes de degre le plus eleve sont egaur au signe pres : 

19. L'expression de 
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au multiplicateur e' et de degre i\ se conclut par analogie, lorsque 
^!if[x) admel w comme periode de seconde espece, avee le muhipliea- 
leur g. Celte expression sera 

oil les fonctionsty'(a;) sont doublement periodiques de seconde espece, 
rs).{x) elanl egal, au signe pres, a (f\'[x) : 

20. Quelle est maintenant Texpression de la fonclion Y{x), capable 
des deux formes <JP(a;) et ^if[x), lorsque ces formes sont toules deux de 
degres quelconques? Pour Tobtenir, j'elablirai prealablement un theo- 
reme qui permettra de ramener ce cas general aux precedents. 

Supposons que la fonction 

de multiplicateur € ct de degre i, soit susceptible de la forme 

de multiplicateur e' et de degre i\ auquel cas on a 

Dans cette identite, changeons success! vement^en ^ + w, a: 4- 20, . . , 
^4-i«. Nous obtenons i nouvellcs idenlites qui, avec la precedenlc, 
donnent les i 4- 1 egalites 

Oq{x) -f- jr<p,(^) -h. . .4- x^Oi{x) =z ^'{x)y 
£Oo(j^) 4- (^4- w)e ©i(^) 4-. . .4- (x4- w)'e ^,( j:) = $'(^ 4- w), 
> 

£'?o(^) 4- (o^ 4- £w)£'9i(j:') 4-. . .4- (J?4- £to)'£'o/(.r) = $'(a: 4- /w), 

suQisanles pour calculcr les / 4- i inconnues <f^[x), 9, (a?), ..., (fi{x]. 
' Faisons le calcul. La valeur de Ok{^) sera 

o^.{x) =: i [Lo^lV) -+- Ur(x 4- 0)) 4-. ..4- Lj(S'{x 4-70) 4-. ..4- Li^ix 4- Ao)], 

L designant le delerminant des coefficients des inconnues, et Lj etant 
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le produil par (— ly^"* du determinant que Ton deduit du precedent en 
supprimant la (y -f- 1)^^"*' ligoe el la (A: -4- i)''™* colonne. 

Or, dans le determinant des coefTicienls des inconnues, on peut 

If I 4-1) 

mctlre en facteur £«+2^-8+ ^'^ c'esl-a-dire s * , et Ton apergoit imme- 
diatement que Taulre facteur est le produit des differences mutuelles 
des I-+-I quantiles x, a7-f-oi), a:-f-2w, ..., a? -f- to, produit egal 

1(14-1) 

a w * .1*. a'"*. . .(e— I )^. I*. On a done 

/(1 4- 1) 

Calculous mainlenant Ly. Si, dans le determinant des coefricienls des 
inconnues, on supprime la (y + i)^^™* ligne et la {k -h i)*^"* colonne, 
on obtient un determinant ou Ton peut mettre en facteur la puis- 
sance I -f- 2 -f- . . . -4- (y — i) H- (y -f- 1) 4- . . . -I- t de e, c'est-a-dire 



ifi4-l) 



-/ 



. L'autre facteur est de la forme 



a 



gjA-l a^4-l 



a' 



• • • • 



• • • • 



Jt-l -A-4-1 



a, /3, . . . , Yj designant les « quantites a?, ^-f-w, a7-h2w, .... 
07 4- (y — i)o), iP -I- (y -I- 1)0, . . . , a? -f- ici). Or on sait qu'un pareil 
determinant est le produit des differences mutuelles des i quantiles a, 
j3, . . . , Y3, multiplie par la somme de leurs produits i — kki — k. Soil 
done S^^/^aIsi somme des produits 1 — Arae —A: des /quantites a:, 0?-+- w, 
jp-h2u>, ..., x-+-(y — i)w, 07 -I- (y -H i)w, ..., o?-4-iw; comme le 
produit de leurs diff^erences mutuelles, qui se calcule aisement, est egal 



i(i— 1) 



a CO ' .I'-^:k'-^y-^..(^-2)^(^-I)*C;/^ C;/^ designant lenombre 
des combinaisons de i objetsy ay, on aura 



«(i4-n . /(i-i) 



Ly=(-iy-^^£ * 



-; 



(O 



« .l'-».2'-»...(£-l)\C/\Sy,,_^ 



Connaissant L et Ly, j'en deduis 



L (eo))', 1.2.3. . ./ 
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d*ou 

+ Ci«'£'-»S,,,_*<e'(x -+- aw) -. . . 

+ (- i)'-'Ci'-"eS,_,,,_A.(P'[a: 4- (t- 1)0,] 

+ (-i)'Ci''S,.,_x.*'(a;-+-ta,)j. 

pour ^ = o, 1 , 3, 3, ...,('. On a, en particulier, 

?'(")- (e.)^..'..3...e ^--''^^'(--)' 

ff 

en posant, d'une maniere generale, 

On voit, par consequent, que 9a(^) est une fonction lineaire, homo- 
gene, des quantites <jp'(ar), (S'{x -Ho), . . . , (P'(j7 -4- ea>), dont les coeffi- 
cients sonl des polynomes en x, tons dc degre i—k. Or, $'(j?-4-a>), 
(^(a: +- 2(o), . . . , ^{x -h iii>) sont des expressions de meme forme que 
<jf(j?), de meme multiplicateur e', et de meme degre i\ D'oii il resulte 
que 9a(^) est aussi une expression de la forme 9'{x)j dc meme multi- 
plicateur g', mais d'un degre egal ou inferieur a i'-h i — k. 

Faisant successivement A* = t, t — i , / — 2, . . * , 1,0, on aura pour 

9i[^)i ?i-<(^)> <Pi-2(^)» •••? 9i(^)» ?o(^)i des expressions de la forme 
^£'{x), du meme multiplicaieurg', mais de degres respectivement egaux 
ou inferieurs a i', t' 4- 1 , /' -h 2, . . . , t' 4- 1' — i , i' -h 1. Les coefficients 
des lermes en a?*', a;^'"*"*, . . ., a?'"*"', dans ces expressions, sont d'ailleurs 

(i«o)'.i.'2.3:::^-^"-^-''^-^)' 

(I) < (eu))'.i.2.3...£'^-*^'^'^'^' 






(ew)'. I .^.3. . .£ 

I 



et nc difrerenl mutucllement que par des facteurs conslanls. 

Ann, de I'F.c, Nor male, 3* Seric. Tome I. — Juillet 1884. ^o 



I 
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Oa peul done enuncer ce iheor^me : 

Si les deuce formes ^{x) et 'S'{x), de degres i el i', representent une 
mime Jonction, chaque coefficient de I'une d'elles admel la forme de 
I'autre, ainsi que son multipUcateur, mats sous un degre dgal ou infe'- 
rieur a la difference entre i -+- t' et I'exposant de la puissance de x qui 
mulliplie ce coefficient. 

Si *' = o. on voil que <Pi{x) sera du degre ziro; d'oii ce corollaire, 
(icja Irouve au n" 18 : 

Si la forme V{x)admpt la pe'riode ro' avec le multipUcateur^, Hen est 
de mime da coefjficient 9,{x) de la plus haute puissance dex, et ce coef- 
ficient est par consequent doublement periodique de seconde espice. 

2t. Le tli^oreme precedent eiant admis, je vais en deduire Tex- 
pression d'une fonction F(:r) alTectant la forme 

avec le multipUcateur e et le degre t et aussi la forme 

avec 1c multiplicafcur e' et le degre i'. 

En effet, puisqiie foC;'^) -+-xf,{x) +. .. + a^y,(j;) est capable de la 
forme ^'{x), de multiplicateur e' et de degre /', les coefficients ?,(«). 
f,_,(a:), ..., ft{x) sent de la meme forme, avec le meme multipli- 
cateur *', el avec des degres qui, en getferal, sont respeclivement 
egaux a i', i'+ I, .... i'-hi. On a done 

(A^o, .,2,3, ...,i), 

les fonctions 9'(^], a deux indices, elant entierement analogues aux 
fonclions tp'{x) a un seul indice. Reiiiarquons que, d'apres les ega- 
lites(i) du n" 20, on a 

Mais la forme ff^{x) + xf't,{x)~i-...-i-x''*'' (p't^,^i{x), etant egale i 
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(Pi^{x)j admet la periode w avee le mulliplicaleur e et, par conse- 
quent (n^* 19), on a 

^i-k{^) = m'M{x) + mil {x)u{x)-^.,,-{- rs'j^iix) u^' {x) M- . . . 4- wi.f+A(^) u^''^^{x) 

(k=zo, 1,2,3, ..., 0, 

oil les fonctions zs'{x) sonl d. p. d. s. e., de mulUpIicateurs e et a'. 
Remarquons incidemment que, d'apres le meme n^ 19, on a 

La fonction consideree F(a;), qui est egale k 

s*exprime done de la maniere suivante : 

en designant par U,.^* un polyn6me en u{x)y de degre i'-h k, dont les 
coefficients sonl des fonctions d. p. d. s. e., de multiplicaleurs e et t'. 
D*ou celte proposition : 

Si une fonction est capable de la forme $(a:), avec le multiplicateur t 
et le degre i, et aussi de la forme ^S'^x) avec le 'multiplicateur e' et le 
degrd i\ elle coincide avec iin polyndme aux deux variables x et u[x)j 
de degre auplus egal a i -{- i' et toujours de degre i seulement par rap- 
port a X, les coefficients de ce polyndme Stant des fonctions doublement 
periodiques de seconde espece, de multiplicateurs e et z\ 

La reciproque n'est pas exacle. Tout polyndme de celte nature ne 
sera pas necessairement de la forma ^{x) avec le degre i\ II faut, en 
effet, qu'il existe cerlaines relations lineaires et homogcnes entre les 
coefficients d. p. d. s. e., relations qu'on obtiendra aisement de la ma- 
niere suivante. 

Tel qu'il estecrit, le polynome ena?et u{x), qui exprime ¥{x)y est 
visiblement de la forme 

Mais il doit etre aussi de la forme 
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et cetle forme n'est pas mise en evidence. Pour la faire apparaitre, 
remplaQons, dans le polynome, u{x) par son egal — ^r — a'(a?) el or- 
donnons par rapport aux puissances de ,v. II viendra 

les y"(^) elant s. p. d. s. e. de periode w'. Celte forme de F(a:) est bien 
la forme $'(^), mais avec le degre I'-t-t. Pour qu'elle coincide avcc 

il est necessaire que Ton ait 

Or les premiers mombres de ces equations sont des polynomes en u{x)^ 
dont les coefficients sont d. p. d. s. e. Tous ces coefficients devioni 
etre nuls, d'apres un iheoreme que nous verrons plus loin (n® 23). En 
les egalant a zero, on reconnait sans peine que : 

II existe -^ relations lineaires et homogenes entre les coefficients 

da polyndme Y{x), savoir : une entre les coefficients des termes de 
degre I'-f- 1 , deux entre les coefficients des termes de degrd i' -h 2, . . . , i 
entre les coefficients des termes de degre i' -t- i. 

Comme les termes de degre i -\- 1 sont au nombre de i-4- i, et qu'il 
existe enlre leurs coefficients i relations lineaires et homogenes, ces 
coefficients ne differerontmutuellement que par des facteurs constants. 

Ceci resulte, d'ailleurs, de ce qui a ele dit plus haul. Considerons, 
en effel le terme en a7'"^R'''^*(a7). Son coefficient estorj^ ,.^^^(0?). Or les 
egalites (3) et (2) donnent 

t^A,f^*(^)-( I) (ea,)'i.2.3...£ ^-"^'^"^^^^ '^ (ecu)'i.2.3...£ ' 

(X:=: 0,1,2,3, . . ., l). 

Les coefficients c7o, . (a?), or', ,,^, (a:), w^, 7+ j(a?), ..., w- ^.^,(07) des termes 
de degre I -hi' ne different done respectivement de la fonclion 



(-IV: 



(eto/ 1 .2.3. . .{ 



;.^i).e?;'('^) 
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que par les facfeurs constants C^\ C-*\ Q*\ . . ., 0/\ qui sont les coef- 
ficients (la binome. 

22. J'ai obtenu Texpression 

en calculant 9o(^)» 9< (^)» • • • f 9*(^)» d^ manifere que 

soit susceptible tie la forme 9'{x). On aurait pu faire le contraire et 
calculer y'o(^)» ?i('^)' • •♦ ?!(^)» ^'^ fagon que 

soit susceptible de la forme ^{x). II est clair qu'en operant ainsi on 
obliendra pour F(a:) Texpression suivanle : 

oil U-^jt designeun polynome en w'(^), de degre i-t-A:, dont les coef- 
ficients sont des fonctions d. p. d. s. e., de multiplicateurs €et €'. 

23. Les deux expressions deF(a?),oblenuesauxn°*2i et22,ne mettent 
en evidence chacune que Tune des deux formes $(a?) et (P'(a?), et, pour 
avoir Tautre, il faut inlroduirecertaines relations enlre les coefficients. 
Mais ces deux expressions de F(a;) vonl en fournir une troisieme, que 
nous adopterons fmalement et qui presentera cet avantage de renfermer 
a la fois les deux formes ^S{x) et ^£'{x), sans qu'aucune relation soit ne- 
cessaire. 

Voici auparavant quelques theoremes qui seront utiles. 

TuEOR^ME 1. —Si le polyndme enu[x) 

dont les coefficients 'i^\x) admettent la periode de seconde espice w', avec 
lemime multiplicateur e', est identiquement nul, tous ses coefficients sont 
idcntiquement nuls. 
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On a, en effet, 
ce qui s'6crit, en divisant par s'*, 

quel que soil le nombre entier k. Le polynome en W 

a (lone une infinite de racines, et, par suite, tons les coefficients tj^oC^)* 
d;'^(a?), <f!,(^), ...» ^'p(^) sont identiquement nuls. 
On en conelut, par analogic, le theoreme suivant : 

THifeORtME II. — Si le polyndme en u\x), 

^o{x) 4- ^i{x) u'{x) 4- ^t{x) u'^{x) 4- . . .4- 4'p'(^) "'P'(^)» 

dont les coefficients ^{cc) admettent la pe'riode de seconde espice «, avec 
le mime mullipUcateur £, est identiquement nul, tous ses coefficvents sont 
identiquement nuls, 

Cest ce theoreme que, par anticipation, nous avons invoque un pea 
plus haut. 

TflEORtME III. — Si un polyndme aux deux variables u[x) et u'{x)^ 
dont les coefficients admettent les periodes de seconde espice &> ^/ o)', avec 
les mimes multiplicateurs i et i\ est identiquement nul^ tous ses coeffi- 
cients sont identiquement nuls. 

En effet, ordonnons-le par rapport a u(^x). Les coefficients des di- 
verses puissances de u[x) sont alors de la forme ^'{x) du theoreme I. 
Done, d'apres ce theoreme, ils sont identiquement nuls; mais ce sont 
des polynomes en u'{x), dont les coefficienis sont de la forme ^{x) du 
theoreme II. Done, les divers coefficients de ces polynomes sont tous 
identiquement nuls. 

On en deduit cette proposition : 

THfeoRtME IV. — Sideuxpolyndmes, aux deux variables u{x) el u'{x), 
dont les coefficients admettent les periodes de seconde espice oiet oi\ avec 
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les mSmes multiplicateurs zetz\ sont identiques, tous leurs coefficient ssont 
identiques chacun a chajcun. 

24. Ces theoremes etant demontres, je reviens a la recherche d'une 
expression de Y{x), telle que, reciproquement, loute expression de 
meme nature soil capable des formes ^i[x) et $'(a?). 

Nous avons trouve 

En dehors des U, remplaQons x par son egal — \u[x) -{- M'(a?)], et il 
viendra 

-\-\^ui^x) -\- M'(a:)]2U/.+./_, -h. . .-4- ( — i)'[m(^) -i- f/'(a:)]'U/'. 

Nous obtenons ainsi F(a?) sous forme d'un polynome aux deux variables 
u{x) et v!{x) a coefficients d. p. d. s. e., toujours de degre i par rap- 
port a u![x) et de degre egal ou inferieur a i-\-i par rapport a u{x). 

Je dis que ce polynome est de degre i' par rapport a u{x). 

En effet, on a aussi 

ou, en remplagant x par — [w(^) + ^'(a;)], 

F(^) =r. u;^,- [//(^) 4- u!{x)-\ u;^^_, 

Cette seconde expression de Y{x) doit etre identique a la premiere, ce 
qui exige, d'apres le theoreme IV, que les coefficients de ces deux po- 
lynomes en u{x) et M'(ir) soient identiques chacun a chacun. Or le se- 
cond est seulement de degre i par rapport a u{x\ II en est done de 
meme du premier. 

D'oii cette proposition qui resout le probleme que Ton s'est propose 
au commencement de ce Chapitre (n® 17) : 

Si une fonction Y[x) est capable de la forme^[x)^ avec le multiplica' 
tears et le degre i, et aussi de la forme ^S\x) avec le multiplicateurs! et 
le, degre i\ elle coincide avec un polyndme aux deux variables u[x) et 
u'[x), dont les coefficients sont des fonctions doublement periodiques de 
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seconde espece, de multiplicateurs leti' . Ce polyndme est gendralement du 
degre i -\- i\ II est toujours du degre i' par rapport a it, et toujours de 
degre i par rapport a u\ D'ailleurs F(a?) ne peut s'exprimer ainsi que 
d'uneseule maniere [n° 23.) 

Rcciproquement, tout polynome de cette nature, de degre/' en u, de 
degre i en u\ represente unc fonction F(a7), susceptible des formes 
9{x) et $'(^), de degres i et i\ et, pour les meltre en evidence, il suffil 
de remplacer dans le polynome u' par son egal — (x -f- m), ce qui 
donne ^(a?), ou u par — {x-h a'), ce qui donne ^£'{x). 

25. Le polynome en u et u\ qui exprime F(^), et que je designerai 
par,^(:r, u, m'), est generalement du degr6 i -hi\ Mais il peut etre de 
degre inferieur sans cesser d'etre de degre i' en m, et de degre i en u'. 
Voici un cas oil il est effectivement de degr6 inferieur : 

Rcprenons le raisonnement du n" 21, en y supposant i' = i, de fagon 
que Ton ait 

F{x) — «po(^) 4- ^ c?i (^) -h . . . -H Jc' ^,{jc) — ^'o(^) -+- X ^\{x) 4- ... -h a:' ^'i{x). 

Supposonsde plus que les coefficients 9/(0?), 9/_<(^), ...,qp,(ip), (po{x), 
qui sont alors de la forme $'(a?), en soient avec des degres respective- 
ment egaux ou inferieurs a o, r, ..., i — 1, 1, (pi{oo) etant du degre 
zero. 
(pi{x) sera d. p. d. s. e., et Ton aura 

Da designant un polyndme en i/, de degre egal ou inferieur a^, a coetfi- 
cients d. p. d. s. e. 
II vienty par consequent, 

ou, en rempla^ant J? par —(an- w'), 

F{x) 7=:. U^ - (u 4- u') U/_, 4- . . . 4- (- i)'-» {u 4- uy--' Ui 4- (- I)' (^^4- «')' cp^Or), 

polynome aux deux variables u et u\ de degre i seulement, el non de 
degre 2/. 



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIUES A COEFFICIENTS P^RIODIQUES. 231 

Ainsiy dans ce cas, le polyndmea.(a7, u, u') est seulement du degrei. 
Les lermes en a' et a ' sont ( — i)' 9-(a7) w' et (— i)' 9,(0?)^". 



26- Soil r{x) un polynome en u 

dont les coefficients ^^'(a?) admettent w' comine periode de seconde 
espece, avec un meme multiplicaleur. So\tr^{x) un polynome en u' 

dont les co(»fficienls ^{00) admettent « comme pe.riode de seconde 
espece, avec un meme multiplicatcur. Soit Ji, comme precedemment, 
un polyn6me aux deux variables u et u\ dont les coefficients admet- 
tent 0) et Gj' comme periodes de seconde espece, avec les memos multi- 
plicateurs respectifs. 

Aux quatre tlieoremes demontrcs plus haul (n" 23) a Tegard de ces 
polynomes r{x), r'{x) et Ji, on peut ajouter les suivanls : 

TufeOREME \. — Si la somme de plusieurs polyndmes r{x),d multiplica- 
(ears differenis^ est identiquement nulle, chacun d'eux est identiquement 
nuL 



Soiu en effet, 



''o(«^) 4-ri(j?)4-r,(a:)4-.. .4-r;fc(j?) = o 



une pareille identite, z^, e\, e^, ..., e^ etant les multiplicateurs des 
k'\- I polynomes. Supposons que ces polynomes ne soient pas nuls, et 

designons par ^o^X^), ^ip,(^). +ip.(^)» •••. I'ltp*!^) les coefficients des 
plus hautes puissances de a dans r^ (a;), r,(a7), ra(a:), ..., r,^{x). Dans 
Tidentite, changeons successivement x en a? -f- w', x-t-aw', . . ., 
X -t- k(M)\ Nous avons en tout k -h i equations, d'oii nous deduirons 



roix) ri{x) 

ro{x -Jr w') /•|(j7-f- <*)') 






=:0, 



^0(0: 4- A'co') ri{x -^ k'ixi') ... r/c(x -h kti)') 

Or, si Ton developpe le determinant, en observant que u'{x -t-yV) est 
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egal a [u{x)- 
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yV]', Tegalite qui precede prend la forme 



= o, 



les fonctions (j^'(a:)elant s. p. d. s. e, de pcriode co'etdemememullipli- 
cateur egal au produit e'^^g'^e^ ...s^^.Done, d'apres le iheoreme I (n®23), 
cbacune de ces fonelions doit etre identiquement nulle et, en parti- 
culier, <^'p(a7). Or ce n'est pas possible, car on a 



^'^{.v)^ 



I I ... I 

£o . £i . • . £a- 

£« ej . . . £;t 

So 6i • • • ^k 



•%?o(^)4''l?»('^)---'Ht?I(-^)» 



c'est-a-dire que ^'p(^) est un produit de facleurs dont aucun n'est nul 
par hypdthese. 
Pareillcmenl : 

TuEORlME VI. — Si la somme de plusieurs polyndmes r^[x), a multipli- 
cateurs differents, est identiquement nulle, chacun d'eux est nul. 

TiiEORtME VII. -— Si la somme de plusieurs polyndmes ^, iels que deux 
quelconques d'entre eux aient au moins un multiplicateur different^ est 
identiquement nulle, chacun d^eux est identiquement nul. 

Soil, en effet, 

une pareille identile. 

Je d^signe par 6^,^ S^ •••• s'^^ multiplicateurs distincts relalive- 
ment a la periode w des k -+- 1 polynomes ^ et j'appelle 5i^^ la somme de 
ceuxqui, relativement a oi, appartiennent au multiplicateur t^^\ a^,, 
^Y,» •••• ^Y» reprcsentent les sommes analogues. 

L'idenlite proposee s'ecrit alors 



^ri 



T« 



Or, dans ^^„ les coefficients des diverses puissances de u' admettent 
cvidemment la periode de seconde espece w, avec un meme multipli- 
cateur £^^, et il en est de meme dans Ji^^, Ji^^, .... a^;. Notre identite 
est done de la forme 
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oil les multiplicateurs £^ , €y,» •••» ey.^^'^' ^'^^''^^^^' ^^^ par consequent, 
d'apres le theoreme VI, les soinmes ^y^, Jly^, ..., A^. sont idenlique- 
ment nulles. 

Mais les fonctions si dont la somme cgale Ay^ sont evidemment de la 
forme r{x) el ont de plus, relativement a w', des multiplicateurs dis- 
tincts. Done, d'apres le theoreme V, chacune d'elles est nulle, puisque 
Jiy, Test, et il en est de meme des fonctions A qui composent ^y^, 
Ay^, . . ., a^., c'est-a-dire des k -h i fonctions Jl. 

On en deduit la proposition suivante : 

TiiEORfeME VIII. — Soient deuxsommes depolyn6mes5{.y telles que, dans 
chacune d'elles, deux polyndmes quelconques aient au moins un mulli- 
plicateur different : si ces deux somines sont identiques, les polyndmes S\. 
qui les composent seront identiques chacun d chacuny et^ par consequent 
[theoreme IV) y les coefficients de ces polyndmes seront les mSmes. 

V. — Forme analytique des int^grales. 

27. Nous avons vu (n® 15) que, dans tous les cas, P(j) = o admet m 
solutions distinctes possedant ce caractere d*etre capables chacune des 
deux formes ^i[x) et <Sf[x). Ce caractere nous donne la forme analy- 
tique des integrales. II r6sulte, en effet, du Chapitre precedent, que 
chacune de ces m solutions coincide avec un polynome ^(a?, m, m'), 
c'est-a-dire avec un polyndme aux deux variables u et u\ dont les coef- 
ficients sont des fonctions doublement periodiques de seconde espicCy aux 
periodes (»> et (»}'. Les deux multiplicateurs y dans ce polyndme, sont 
d^ailleurs deux racines des equations fondamentales A = o e/ A'= o, 

Une integrate quelconque de P = o est, par consequent, la somme 
de m polynomes Ji et, d'apres le theoreme VllI du n° 26, elle ne peut se 
metlre sous cctte forme que d'une seule manicre. 

Ainsi, la forme analytique d'une integralefondamentale estcelle d*un 
polyndme aux deux variables x et Z[x), ayant pour coefficients des 
fonctions doublement periodiques de seconde especcy de m^mes multipli- 
cateurs racines des equations fondamentales. 

28. Lorsqu'on a v = v'= m, les /w polynomes qui expriment les in- 
tegrales fondamentales se reduisent a leurs termes independanls de u 
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et de u\ el ces m int/^grales sont d. p. d. s. e. (n® 6). C'est ce qui a 
lieu, dans le cas general oil Tunc au mains des equations fondamen- 
lales n'a pas de racines multiples. 

Le cas le plus general, apres celui-ia» est celui oil, les deux equa- 
tions fondamenlales ayant des racines multiples, aucune de leurs ra- 
cines n'annule lous les mineurs du premier ordre dans le premier 
membre. C*esl le cas du n^ 14. Reporlo.ns-nous a la proposition et aux 
formulcs (4) de ce numero. 

La premiere formule monlre que ^^^{x) est d. p. d. s. e. 

Dans la seconde, (p22(^)» "^ differant de (f^^[x) que par un facteur 
constant, est aussi d. p. d. s. e. Mais alors cette seconde formule, 
donnant 

monlre que 921 (^) est de la forme (P'(^)» ^^ec un degre egal ou infe- 
rieur a Tunile. 

Dans la troisieme, <p33(^) est d. p. d. s. e. pour la meme raison que 
?22(^)- Puis, 932(^), etant une combinaison lineaire de (f2^{oc)ti de 
yH(^), est de la forme 9^{co) avec un degre egal ou inferieur k I'unite. 
Mais alors cette troisieme formule, donnant 

montre que 93,(0;) est de la forme ^'[x) avec un degre egal ou infe- 
rieur a 3. 

El ainsi de suite. La fonclion (f^^[x) sera d. p. d. s. e. Puis y|i,|i-i (0?), 
914,11-2 (^)> •••> ?ii..2(^) ?|i..i(^) seront de la forme ^f'(a:)'avec des degres 
respectivement egaux ou inferieurs a i, a, .. ., /x — 2, /x — i. 

Les JUL elements [f\) du n^ 14 sont done cxactement dans le cas de la 
remarque faite au n^ 23, et, par consequent, si Ton applique ce qui a 
eie dit alors, on voit qu'ils s'expriment ainsi : 

(0 { > 

• ••••••••••••• • f 
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oil les coefficienls ayb.c, .... h^ . ..,1 designent des fonctions d. p, 
d. s. e., (le multiplicnteurs e et e', aucun des coefficients fcao* ^20 ^3o> 
^32» •••> ^/o» A/v-i* .-.. 'jio* 'ii,ii-i» qui mulliplient les plus hautes puis- 
sances de u et de a', n'etanl identiqucinent nul. 

II exisle, d*aillenrs, certaines relations entre les coefficients. Ainsi, 
ces coefficients, qui multiplient les plus haules puissancies de u et 
d« u\ ne different inutuellement que par des facleurs constants. En 
effet, la meme remarque du n® 25 donne 

Or, <Pn{oo) et (p'ui^) ^^ different de f n(a?) et de <pii(^), c'est-a-dire de a^<, 
que par des facteurs constants. Si done Ton pose 

]l Viendra 

et, par consequent, tous les coefficients qui multiplient les plus hautes 
puissances de u et dc u' ne different inutuellement que par des fac- 

■ 

teurs constants. 

La proposition du n^ 14 donne done la suivante : 

LorsquCy les deux equations fondamentales ayant des racines multi- 
ples, aucune de ces racines nannule tous les mineurs du premier otdre, 
chaque racine rfe A = o est associee a une racine rfe A'= o, ayant mime 
ordre de multiplicity. Soit n la valeur commune des nombres de racines 
distinctes; soient £, , e^, . . . , £„ ces racines pour A =: o e/ e',, e,, . . ., e^ les 
racines respectivement associees rfe A'= o ; soient julij-jul^, . . ,, ^n l^^ ^^- 
leurs communes de leurs ordres de multiplicite . Il existe un systimefon- 
damental d'integrales se partageant en n groupes, repondant respective- 
ment aux n couples de racines associees et les fx eliments qui cotnposent 
le groupe correlatifdu couple [t^ e'), d' ordre de multiplicity [k^ ont la forme 
analytique ( 1 ) , cest-a-dire coincident avec des poly ndmesiiQ » 1^ 1 , • • ., A^^ < , 
de degres o, i , 2, . . . , fx — i e^ ^/i? muUiplicateurs t et t\ Les coefficients 
^2o« ^20 ^3o» ^32» • • •• '(10* '{1,11-1* qui multiplient les plus hautes puissances 
de u et de a', sont tous differents de zero et ne different entre eux que 
par des facteurs constants. Ce systeme fondamental renferme le nombre 
maximum des solutions distinctes doublement pdriodiques de seconde 
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espice, qui sont aussi les solutions distincles, en nomhre maximum, sim- 
plement periodiques de seconde espece, de Vune et de I* autre periode. 

29. Me plaQantenfindans un cas quelconque, j'observe que P = o 
admet (n^l3) un systeme foudamental d'integrales comprenant : 
i^NfonctionsD(a7); 2°v — N fonctions 8(0;); 3°v' — N fonclions S'(a:); 
4*^ m — (y-hv'— N) fonclions T(a?), ces integrates etant loutes ca- 
pables des deux formes 9{x) el <£'{x). D'oii cette proposition generaie 
resultant des n^* 18, 19 et 24 : 

P = o admet toujours, comme integrates distinctes, m polyndmes ^. 
Leurs mulliplicateurs sont les racines des equations fondamentales. Un 
polyndme qui appartient aux multiplicateurs e et e', racines multiples 
d'ordres [i et ])!, est de degre inferieur a \i! par rapport au^ et de degre 
inferieur a [i par rapport a u\ N de ces polyndmes sont independants de u 
et de u', V — N de u\ e/ v' — N de u, de sorte que ce systime fonda- 
mental renferme a lafois les integrales distinctes simplement periodiques 
de seconde espece, en nombre maximum, pour chaque periode, et parmi 
elles toutes les solutions doublement periodiques de seconde espece. 

30. Je vais examiner le cas particulier oil Tequation diOerentielle 
P =0 est du second ordre. 

Reportons-nous au n® 16. Quatre cas sont a considerer : 
I** y = 2, v' = 2. P = o admet alorsdeux solutions D(^) distinctes. 
2® V = I, v'= I. J'ai oblenu, pour cetle hypolliese, le systeme fon- 
damental 

y^ = ^{x) -h CxD{x) :=. ^'{x) -f- Co; l)(.r), 

ou C et C sont differents de zero. C'est le cas du n® 28, et Ton a, par 

consequent, 

yt — citt -+- ^^20 " -H ^21 w', 

b^o=' — C'D{x), bu=-CD(x); 

d'ou 

Vi- D(j7), 

jKj == nTo(^) - C D (^) tt — C D (a?) m', 

zso{x) etant idenlique k a22* 



Equations differentielles uniUires a coefficients p&riodiques. :i3i 
3** V = I, v'= 2. On a obtenu, pour ce cas, le systfeme 

oil C u'est pas nul. D'apr^s le n^ 18, on a done 

J, i=:TiTo(a?)4-nTi(^)a', 
m,(x)=-CD(jr); 

d'ou 

y^z=TSQ{a:) — CD(a?)M'. 

4® V = a, v' = I . On a pareillement (n^ 19) 

G differant dezero. 

Ces quatre cas peuvent se repr6senter empiriquemcnt par les for- 
mules uniques 

7, =m(ar), 

J, — mo(j:) + C'(v'— 2)T!j(;r)wH-C(v — 2)t3{x) ^^', 

les facleurs v — 2 et v' — 2 faisant evanouir, quand il le faut, les 
lormescn u etw'. 
Si je remplace maintenant les fonctions u et u' par leurs valeurs 

27rv/-i L ^ ] 27rv/-i L «*> J 

voici, pour Tequation du second ordre, le systeme fondamenlal qui re- 
pond a lous les cas : , 

y^ TrzT3(x), J, =:mo(a7) 4- A J? Tzr ( J? ) -f- BZ(x) T!j(J7), 

7So{x) et rs{x) etant d. p. d. s. e. Les constantes A et B sont nulles si 
V et v' sont lous deux egaux a 2. Sinon, une au moins difPere de zero, 

etc7o(^)»^('^)ont loujoursalors memes multiplicateurs. On a A= - 

lorsque v — 2, v'= i , et A = y- lorsque v = i, v'= 2. 
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31. Je vais chercli«r le systeme fondamental jijjj pour une equa- 
tion dilferenlielle de second ordre, en suivant une tout autre voie. 

Voici prealablemenl quelques propn6les generales. 

Considerons Tequation P = o, d'ordre m. Soil is{x) une inlegrale 
d. p. d. s. e., de periodcs co et w', de mulliplicateurs e, et i^. Ces mul- 
tiplicaleurs satisfont respeetivement aux equations fondainentales A=o 
et A' = o. 

Si, dans P = o, nous posons 

nous obtenons la transformee d'ordrem— i 

^ d^-^s d"*-^z 

Cettc transformee aura (*) scs coefficients uniformes, doublement pe- 
riodiques, de periodes w et w', et son integrale generale uniforine. En 
outre : 

St 6|, 62t 63, . . ., Sf„ designent les m racines de I* equation fondamen- 
tale A = o, e/ i^ , e!,, £3, . . ., €^, les m racines de V equation fondamentale 
A' = o, /e5 m — I racines des equations fondamentales relatives a Q ( z ) = o 

seront respeetivement les quotients -> — > •••; — > e/ /e^ quotients -r> 



£3 ^m 

^1 ^1 



Qiiellcs sont mainlenant les proprietes de rinlegrale/Cj(ip)6tr, sup- 
posee uniformc, lorsque (^[x) est d. p. d. s. c. aux periodes w et w', 
et aux multiplicateurs e et e'? On peut les deduire de la definition meuie 
de la periodiciie et Irouver, pour tous les cas, la forme analytique de 
Jq[x) dx. 

Supposant d'abord que e et e' different de Tunite, si je repr6sente 
pat G[x) une quelconque des inlegrales de y(a?) dxy j'aurai 

et j*en deduis 

<i(i(.r4-(o) 



(0 Annates de i'Ecote Norma tv safjerteitrej p. Co; i883. 
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Les fonctions G{x -h w) et iG{x) ont done memc derivee. J'en conclus 

On a pareillement 

Telles sent les proprietes d'une integrale quelconque. 

L'integrale indefinie sera 0(0?) -hC,, C, elant une constanle arbi- 
traire, el Ton aura 

G{x -h ct)) -+- Ci = £G(a:) -H C -+- Ci =1 t[G(jc) -H C] -^ (£ - I) (^^ ~ C, Y 

Or G(a? 4- oi> f- w') s'exprime des deux manieres suivanles : 

eG(x4-a)')-l-C r=:££'G(j')-hC'£-hC, 
e'G(a:H^ct)) 4-C = E'£G(a;)-+-C£'-hC', 

et, par consequent, il vient 

£ I £' — I 

Si done on prend comme valeur de C, 

P C C 

valeur admisible, puisque s et e' different de Tunitc, et si Ton pose 
Tintegrale particuliere g{x) jouira des proprietes 

^{x-ho}) —zg{x), 

et, par consequent, sera aussi d. p. d. s. e. aux memes periodes etaux 
mfimes niultiplicaleurs que (j'(x). 
Supposant en second lieu que Tun des deux multiplicateurs de g{a:) 

Ann, de I'Ec, Normale, 3*Serie. Tome 1. — Jiillet 1884. 3o 
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est egal a Tunile, soil 6'= i, je represenle encore par G{x) une quel- 
conque des integrales de ^{x) dx. J'aurai ^ 

G(J?-+-w) =11 eG(^) -H C, 

6(^-4-0)')-- G(^)-f-C'. 
Mais on en deduit 

G(^ -+- 0) + a>') = eG (J^ 4- u)') 4- C -- z(j{x) -H Gt 4- C, 
G(a:4 (1)4-0)')"-= G(ar4-(o) 4-C'- sG(a:)4-C 4- C 

et, par suite, 

C'e*=C' OU C'(6-I)r=:0. 

e'est-a-dire C'= o. G(^) admet done la p6riode w'. II en est de meme 
de I'inlegrale indefinie G[x) 4- C4<. On a d'ailleurs 

G(^ 4- (o) 4- Ci = e[G(a:) 4- C,] 4- C — Ci(e - I). 

Si done on prend comme valeur de la constante arbitraire C| 

e — I 

et si Ton pose 

G(^)4-Ct=:^(^), 

rintegrale parliculiere ^(^) jouira des proprietes 

^(^-h w) z=itg{x), 
g{x-{-(o')7- g{jr) 

et» par consequent, sera encore une fonction d. p. d. s. c. aux memos 
multiplicateurs que Q{x). 

Ainsi, lorsque les multiplicateurs de {][x) ne sont pas tous les deux 
egaux a Vunitey on peut toujours determiner la constante d' integration 
de telle sorte que Vintdgrale uniforme f^{x) dx soit aussi doublement 
pdriodique de seconde espece, les multiplicateurs etant les mimes que 
pour IS [x). 

II n*en est plus de meme, en general, lorsque £ et e' sont tous deux 
egaux a Tunite, c'est-a-dire lorsque (J{x) est de premiere espece, Le 
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raisonnement precedent est en defaul, et dans ce cas on a, pour toute 
integrale G(^) de (j{x)dx, 

\ G(x4-a)')-G(^)-f-C'. 

II pent se faire cependant que Tune des constantes C et C, ou toutes 
les deux, soient nulles. Dans ce dernier cas, G{x) est d. p. d. p. e. 
Quelle est, d'ailleurs, la forme analytique de G{x), convenant aux cas 
oil C et C ne seraient pas nuls? Elle va resulter des egaliles (i). 

En effet, d'apres ces egalites, G{x) admet la periode o et 

augmente de quand on y change xenx -h w'/Or, d'apres les 

proprieles de la fonction u{x), ^"^, u{x) admet aussi la periode w, 
et diminue de - — ^ — ^ quand on y change xenx -h &>'. Done, la fonc- 



tion 



G{x) 1 u{a;) 

to 0)0)' 



est d. p. d. p. e. Designons-la par x(x), et il vient 

n/ \ / \ Go: Co)'— C'lO , . 

'" (0 OKI)' ^ ' 

OU, en rempla^ant x par son egal — u{x) — a'(x), 

C' C 

G{x) ■= y^{x) - ^ u{x) — -^ u'{x). 

Telle est la forme analytique de G[x). 

Ainsi, lorsque (/(a?) est doublement periodique de premiere espece^ toute 
integrale de (J{x)dx est de la forme 

ouy^{x)est doublement periodique de premiere espice, etoii k^et k^ dSsi- 
gnent des constantes, qui pewent d'ailleurs dtre nulles. 
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32. Cola pose, supposons que Tcqualion differentielle P = o soil du 
second ordre* 

P = o admet loujours une integrale d. p. d. s. e. Designons-Ia par 
7s{x), et, dans P = o, posons 

yz=m{.T)fzdx. 

La transformee O(^) = o est du premier ordre et de meme nature que 
V{y) = o. Elle admet une integrale (J{.x) d. p. d. s. e. 
Si Ton pose alors 

y\--Ts{x)fq{x)dx, 

y^ etja constituent un sysleme fondamental de solutions de P = o. 

Or, soient e, et e'^ les multiplicateurs de 7s[x), racines de A= o et 
de A'= o, et soient €2 et e'^ les autres racines de ces deux equations 
fondamentales. D'apres ce qui precede, les multiplicateurs de Q{x) sont 

les quotients - et ^• 

e, Ej 

Si done ces deux quotients ne sont pas tons deux egaux a Tunite^ 
c'esl-a-dire si Tunc au moins des equations fondamentales a ses racines 
inegales, on pourra determiner la conslante d'integration, de maniere 
que rintegrale/(/(ir)cir, qui est uniforme, soit d. p. d. s. e., avec les 

memes multiplicateurs ~ el -r que (j*(a7), et alors jj sera lui-meme d. p. 
d. s. e., avec les multiplicateurs £, x - et e', x -- ou £2 et e!,« 

£1 £j 

Si, au conlraire, les deux quotients sont egaux a Tunite, c'est-a-dire 
si les deux equations fondamentales ont leurs racines egales, £2= £0 
62 = €4 f ff (^) est alors d. p. d. p. e., et, en general, SQ{oc) dx sera de la 
forme 

et par suite on aura 

oil Go(^) est d. p. d. s. e., avec les mSmes multiplicateurs £« et i^ que 
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w(;r), et oil Ao et A, designent des constanles, qui d'ailleurs peuvent 
eire nulles. 

Ces resultats sont completement d'accord avecceux que nous avons 
trouves au n^ 30. 

33. En lerminani cc travail, je reviens au cas general oil P = o est 
d'ordre m, el je vais elablir un ihcoreme concernant les solutions qui 
affectent la forme des integrales fondanientales, a savoir, celle d'un 
polynome aux deux variables u{x) et u{x)^ a coefficients d. p. d. s. e. 
de memes mulliplicateurs £ et e\ 

Si le polyndme 5\.[x^u^u) est une integrale de P ~ o, il en sera de 
mime de toutes ses derhees partiellcs successwes, prises par rapport aux 
deux variables u et u\ les coefficients doublement periodiques de seconde 
espece eiant considercs comme des constantes. 

En effet, Si[x, w(^)j "'(^)] elant une solution, il en est de meme de 

(i) A[a: -!- Aw :- A:'w', M(a?4- Ato -\- A'w'), u'{x -\- Aw 4- A' to')], 

quels que soient les nombres entiers k et k\ Or on a 

u {x -h A- to H- A*' to') ~ // {x) — A-'io', 
u'{jc -h Ato -H A' to') =: u'{x) — A- to. 

On en deduit que Texpression (i) est identique a 

e^e'^'c^[a?, u — A' to', m' — Ato], 

et, par consequent, ^[o?, u — k'f^\ u' - Aw] est une integrale. Or elle 
se developpe ainsi : 

,^ A'to' M Ato M (A-'to')« d«c'>l (A(o)» (^^c'a 
^ ' ' ' I au 1 Ow 1.2 au^ 1.2 au'^ 

2. (A* to) (A' to') OKA 
—^ — j— • * • • 

1.2 du, du' 

Comme ce developpement satisfait a P - - o pour une infinite de valeurs 
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independanles de Aw et de kia\ les coefficients 3-> :r-7' }»-¥' T-r.> 

-^ — J-7J •••» qui multiplient les puissances de Aw et de A'w', soni aussi 

des integrales, ce qui demonlre le theoreme. 

On voil en parliculier que, dans Vensemhle des termes de degre le 
plus eleve de ^{a?, w, a'), chaque coefficient est une intigrale. 
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MAITRE DE CONFEBE??CES A L EGOLB NORMALS SUPEBIEUBB. 



Oq sait qu^UD grand nombre de corps fondus peuvent etre amenes a 
une temperature quelquefois tres inferieure au point de fusion, sans 
cesser d'etre liquides. J'ai montre anterieurement (*) qu'ils restent en 
cet etal, entre certaines limites de temperature, jusqu'a ce qu'on 
exerce a leur interieur une action mecanique, ou jusqu'a ce qu'on les 
touche avec une parcelle solide idenlique au corps solidifie ou iso- 
morphe de ce corps. Le crista! qui prend naissance au point touche 
s'allonge dans la masse liquide, et je me suis propose de mesurer la 
Vitesse de cet allongement, en vue de tirer de cette determination des 
indications sur les modifications isomeriques que certains corps sont 
susceptibles d'eprouver, modifications que I'etude des constantes phy- 
siques de ces corps ne trahit souvent que par des variations insaisis- 
sables. 

Cette vitesse du mouvement de progression des cristaux dans le li- 
quide surfondu est evidemment tres complexe : elle depend, dans des 
conditions de temperature delerminees, de la valeur que presentent : 
i^ la chaleur de fusion du corps; o^ sa chaleur specifique a I'etat 

(*) Comptes rcndusy t. LXIII, p. 217. 
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solide entre h temperature ambiaiite el le poini de fusion; 3" ses 
coelTicienlsde conductibilile interieure et exterieure, etc. D'un autre 
cote, le degagement de la clialeurde solidification au moment oil le 
phenom&ne sc produit eleve la lemperature des couciies voistnes de 
celle qui se solitlifie et change ainsi les circonslancos de production 
des crislaux dans cetle couflie. On peut, tout d'abord, «liminer cetle 
cause perturbatrico on sc rapprocbant le plus possible du cas ideal ou 
Ton aurait un filel liquidcinfiniment mince; il suffil, pour cela, d'ope- 
rep dans' des tui»es cylindriques suflisamment clroits. Pour le reste, 
malgre la mulliplicite des elemenls qui inlerviennent pour Talre varier 
la quantite h determiner, il m'a paru possible dc trouver dans la 
mesure de cetle quantite unc indication sur les modifications isome- 
riques permanenles ou temporaires, que Ton pourrait comniuniquer 
aux corps sous des influences divcrses. L'experience m'a montrc, du 
reste, que, lorsqu'on realise la solidification du corps supfondu dans 
des conditions idenliques, on irouve quelavitesse du mouvement de 
progression prend la meme valeur. Pouratleindrc le but queje me pro- 
posals, il suffisait done d'insliluer des experiences lelles que tonics les 
circonslances exterieures fussent les memos, sauf une dont on pouvait 
ainsi apprecierj I'influence. Je ne dois point dissimuler que la priiici- 
pale difficulte de ces recliercbes a ele de realiser i'identilc de loules 
ces circonslances, sauf une, et que c'esl ii la condition exprcsse de ne 
negliger aucune d'elles qu'on oblient des resuitats constants. 

Le present Meinoire comprend I'etude de deux corps remarquables 
par le noinbre et I'importance dc leurs transformations isonieriques, le 
phosphore et le soufre; on y verra que la mesure de la vilesse de soli- 
dification du ptiosphore donne des resuitats d'une extreme simplicite, 
tandis que, dans le cas du soufre, la quantite que Ton mesure est in- 
fluencee par un si grand nombre de variables independantcs, queje 
serai oblige, pour ne pas lasser la patience du lecteur, de n'indiqiier 
que les points qui ont conduit a des resuitats prescntant quelque 
iuleret. 
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I. 

IStUDE DE la VITESSE DE SOLIDIFICATION DU PHOSPHORE. 



Pour mesurer la duree de la solidification du phosphore, on introduit 
ce corps dans des tubes, auxquels on a donne la forme d*U, afin d'avoir 
dans le voisinage Tune de Tautre les deux extremites de la colonne 
liquide, que recouvrait des deux coles une couche d*eau destinee a 
preserver le phosphore de Taction de Tair. Apres »voir fondu le phos- 
phore^ on plongeait le tube dans un bain a temperature constante, et» 
au moment voulu pour Texperience, on touchail la surface du phos- 
phore surfondu avec une parcelle de phosphore solide : la solidification 
commenc^ait et Ton notait le temps qui s'ecoulait, jusqu'au moment ou 
la solidification s*etait propagee jusqu'a Textremite de la colonne. Con- 
naissant la longueur du cylindre solidifie, on en deduisait la duree 
pour I'unite de longueur. Je vais entrer dans quelques details sur ces 
diverses operations. 

Le phosphore dont j'ai fait usage a ete purifie au moyen d'une solu- 
tion saturee de bichromate de potasse additionnee d'acide sulfurique; 
en agitant cette solution chaude avec le phosphore, on le reduisait en 
gouttelettes tres fines, qui etaient en contact par leur surface avec le 
liquide et, en prolongeant cetle agitation, puis laissant reposer, on 
obtenait un liquide incolore d'une limpidite parfaite et qui, apres 
quelques lavages a Teau distillee chaude, pouvait servir aux expe- 
riences; on le conservait dans Tobscurite ou dans un flacon enloure 
d'une solution saturee de bichromate de potasse, qui arrete, comme 
onle sait, presque toutes les radiations qui sont de nature a trans- 
former le phosphore ordinaire en phosphore rouge. 

Les tubes dans lesquels il fallait introduire le phosphore devaient 
etre aussi minces que possible, afin que le liquide qu*ils devaient con- 
tenirse mit rapidement en equilibre de temperature avec le bain am- 
biant; Tepaisseur deceux dont je me suis servi ne depassait paso™™,2. 
Quant a leur diametre, il a fallu chercher la limile qu*il importait de 

Ann, de i'Kc, iXormale, 3* Serie. lorno I. — Juillet i88/|. 3 I 
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ne pas depasser; on congoit, rn effel. que la colonne liquide ne pcut 
se melire tout entiei-p, au meme instant, en equilibre de temperature 
avec le bain amhiant : les couches exterleures fc solidifieront les pre- 
mieres, etla sntidification ira moins vitedans I'nxcdu luheouia tempe- 
rature sera plus elevee que dans In couclie exlerieure, Rn effectuant 
des experiences d'essai dans des tubes de plus en plus etroits, j'ai 
reconnii que, pour des tubes de diainetre inferieur a 2"™, 7, la vitesae 
de solidification est sensiblement independanle du diametre : ainsi, 
par exemple. dans deux lubes dent les diametres etaient i""",/) el 
3™™, 7, les durees de la solidification d'une colonne de pliospliore de i" 
de longueur ont ete de 1 13',8 et 1 13'.2 k la temperature de 42", 9 et 
dans une autre experience, ou la temperature etait de ^'^''i ' i <^es durees 
ont ele de 43%6 el ^3',o. Les differences enlre ces nombres sont de 
I'ordre des erreurs d'experiences. 

Pour introduire le phospliore dans des tubes aussl etroits, j'ai en 
recours a I'iirtifice suivant : j'ajustais a I'aide d'un caoutchouc I'ex- 
tremite D [fig. 1) du tube coude DOE au bout effilc F d'une sorte de 
longue pipette FHG, composee d'un tube cylindrique etir6 en H el 
porlant une tiibulure lalerale IJ. Suivant I'axe du lube, descendail 
a Iravers un bouchnn une longue lige en verre plein GH, dont I'exlpe- 
mile H avail la forme d'un tronc de cune et avail ete usee ii remeri 
sur les parois interieures de cette pipette qu'elle fermail exaclemenl, 
Apres avoir rempli tout I'appareil d'eau dislillee, on introduisait par 
le tube JI des fragments de phospliore, puis on amenait le tube coude 
et la pipette dans un large tube AB, que Ton venail de remplir d'eau 
bouillante et que Ton fixait vcrlicalement par la pince C d'un support. 
Le phosphore fondu sousl'eau se rasseinblail en HL : on soulevait alors 
la lige GH, elil passail aussilut dans le tube coude; car la pression a 
I'lnterieur elailplus grandeque la pression exlerieure, le niveau del'eau 
en J etant au-dessus de P et la densile du phosphore superieure a eelle 
de I'eau. Quand on voyail le phosphore arriver vers le poini 0, ce qui 
correspondail ii une longueur de la colonne d'environ o", 70, on ar- 
relail I'ecoulement du phosphore, puis on soulevail la pipette el le 
tube, de maniere a I'amener vers I'orifice A du large lube; on relirall 
alors le caoutchouc F sous I'eau ; la pipette restait pleine el, dans Ic 
lube coude, le phosphore descendail dans la branclie Del montaitd'aii 
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tant dans I'autre. On pouvait retirer le tube coude et proceder aux 
experiences. 

Pour fundre le phospbore contenu dans le tube, il sufQsait de porter 
ce lube dans un vase cyliodrique profond rempli d'eau chauQee par 





un fourneau a gaz. On lo retirait apres un temps determine pour I'in- 
troduire en HF [fig. 2) dans le bain de surfusion. C'etait un grand 
ballon de verre A d'environ o'°,3o de diametre, contenant pres de i4'" 
d'eao. On le chaufTait par I'intermediaire d'une tuile metallique D, a 
I'aide d'un briileur a gaz B en relation avec une conduile a regulateur. 



244 l>. "lEKNKi^. 

La lempt'rature donnee par tin thermoinelrc T (jui innrquall Jes cin- 
quiemes de degie elail rcndue uiiilortne au inoyen d'un courHnt d'aip 
qui arrivail d'une trompe par le tube CE el que Ton reglait a I'aide 
d'uu robinet exterieur. Avec ces dispositions, on pouvait, ii ceptaines 
Iieures du jour, obtenir une lemperalure qui ne variail pas de ~ de 
degre en vingl minules. 

Poup ppovoquer la solidification du liquide surfondu, on employait 
uiie baguette extremenicntfine de pliosplioi'e, que I'on avait obtenue en 
aspirant du pbuspbore liquide dans un tube ipes mince et capillaipe, 
oil il se solidiliait. En pressant avec precaution rextremite de cc lube 
entre les maclioiies d'une pincc, on brisail le verre el Ton metlait a 
nu UUP sorte de fil de pliospbore, donl le contact avec le liquide sur- 
fondu ppovoque imniedialemenlia solidification : on en suit U marciie 
au changement d'aspect dc la colonne liquide qui, d'abopd tres lim- 
pide, devient trouble et presque opaque des qu*elle est solidifiee. Du 
resic, aprfes un peu d'exercice, on arrive a anienerd'une main lebout 
de la baguette de phosphore au contact du liquide en meme temps que 
de I'aulre main ou agit sur le bouton d'un cbponointitre li pointage. On 
aprete I'aiguillelorsqu'on vott I'opaeitegagner I'extpemite de la colonne 
liquide : on pent saisii- cct instant avec ppecision si, di!S I'abord, on 
purte son attention vei-s cette extpcmile de la colonne; cap, des que la 
soliditicatlon commence, le niveau du li)|uide en ce point baisse regu- 
lii^pemenl.par suite de la diminution de volume qui accompagne la so- 
lidification; ce mouvemeut »i'arrete subitement quand tout est solidifie. 
La duree du pbenomene peut se mesurep an chronomcire avec une 
ppecision sufiisanle lorsque le pliospbore est ile 2" & l\" seulement au- 
dessous de son point de fusion, la duree de la solidification pour 
une longueur de i" elant, pap exemple, a 42", 1 de 4i*.5. Mais, pour 
des temperatures inferieupes, il est necessaipe d'evalucr le temps avec 
plus de ppecision : je me suls sepvl, a eel diet, d'un cbronographe en- 
registpeup a diapason que j'ai fait constpuipe pap MM. J. et A. Duboscq, 
il y a quelques annees, poup le cabinet de Plijsique du lycee Louis-le- 
Grand. 

L'appareil est monte sur une table solide d'environ i" de haul el 
muni de pieds avis calantes {^g. 3); il se compose d'un cylindre mo- 
bile autour d'un axe borizoulal AB, dont la partie terminee en fi est 
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Du reste, la solidarite de I'axe AB avec le systeme ile roues denlees 
peut ^tre supprlmee par un leger deplacement iju'un doiioe au houton 
d'embrayage G, ce qui permel ile ramener le fvlindre a son point de 
depart sans metlre en mouvenient tout le resle dii mecanisme. 

L'apparell inscriptcurse compose il'un diapason H, regie de maoiere 
a donner loo vibrations par seconds et monle sur unc plaque mobile 
iiutour de I'axe IJ; cette plaque forme uu levier coude avec une lige 
donl on peut lever ou abaisser rextrciiiitc a I'aide d'uue vis K, ce qui 
permet d'amener avec precision la poinle du style S au contact de la 
feuille de papier enfume qui couvre le cylindre. Le inouvement du dia- 
pason est entrctenu a I'aide d'un petit electru-aimant actionne par un 
element de pile a bichromate L. A cote du diapason et sur un support 
independani se trouve un autre eleclro-aimanlM, actionne parun autre 
element de pile N; sur le Irajel du courant de cette pile, on a inter- 
pose uce clef de.Morse 0. En appuyant sur la louche de ce manipula- 
teur, on ferme le cii'cuit, I'eleclro-aimant allire un contact qui porte 
un deuxieme, style T, voisin du premier. Ce style rcposant sur Ic pa- 
pier y laisse une trace continue; a I'inatant ou le courant passe, il 
eprouve un deplacement lateral qui marque le commencement ou la fin 
d'une experience. On peut, du resle, reglcr le. contact de la pointe du 
style a I'aide de I'articulation du support. 

Pour proceder a une mesure, I'appareil etant regie, on amenait dans 
le lube a piiospbore surfondu et a quelques millimetres de distance de 
la surface liquide I'exlremile du fil de phosphore solide; en ineme 
temps, del'autre main, on agissaitsurlebouton G pour desembrayer.el. 
I'appareil etant en mouvement, on s'attachalt a produire avec les deux 
mains deux mouvements fimultancs qui consistaient : I'un a enfoncer 
le phosphore dans le liqulde, I'aulre a appuyer sur la touclie du mani- 
pulaieur. On suivait alors do I'Geil la marche de la solidification, et, 
quand on la voyait gagner le niveau du liquide dans la seconde 
brancbe, on lachait la tuuche sur laquelle on avait appuye jusque-la. 
Bien que ce procede de mesure ne soit pas automatique, il est cepen* 
dant facile d'acquerir assez de dexterile dans ces diverses operations 
pour trouver que des experiences successives, faites dans les memes 
conditions, donnent des resultats presque rigoureusement identiques, 
C'est ainsi qu'avec des tubes dilfereiits j'ai observe poui' durees de la 
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solidification d'une colonne de phosphore de i™ de longueur dans des 
tubes differents, chauffes lous a 37**, 8, !es nombres 

3*84 3*81 

3.86 3,86 

3.87 3,81 

3,80 3,83 

Ceux de ces nombres qui s*ecartent le plus de la moyenne n^en dif- 
ferent que d'environ o%o3, c'est-a-dire de -^ de la quantite a me- 
surer; cette approximation pent etre consideree comme Ires suffisante 
dans des recherches de ce genre. 

i*^ Propagation uniforme de la solidification. — J'ai recherche, 
d*abord, comment se propageait la solidification dans la colonne de 
liquide surfondu. A ceteffet, j*ai note Tinstant initial du phenomene, 
celui oil on Tohscrvait a une distance determinee du point de depart 
et le moment oii tout le liquide etait solidifie. J'ai reconnu que Ics 
durees de la solidification de longueurs egales sont les memes. On 
peut» par consequent, designer sous le nom de vitesse de solidification 
la longueur constante, dans des circonstances donnees, dont se pro- 
page le phenomene pendant Tunite de temps. 

2® La Vitesse de la solidification est independante de la direction sui^ 
vantlaquelle elle sepropage. — II n'est pas evident a/?nori que la vitesse 
de la solidification sera la meme, lorsque le mouvement de progression 
se fera de haut en bas ou de bas en haut; en effet, au moment ou le 
corps devient solide, il y a degagementdc chaleur, et si la solidifica- 
tion etait tres lente, par exemple, il pourrait se faire que la couche 
liquide en contact avec celle qui se solidifie, devenant plus legere, ne 
s'elevat a travers le liquide non encore solidifie pour en elever la tem- 
perature et ralentir ainsi la marche du phenomene, lorsqu'il se pro- 
page de bas en haut, tandis qu*un pareil melange ne peut s'effectuer 
dans le cas oil la solidification se produit de haut en bas. L'experience 
montre que la duree de In solidification de haut en bas est la memc 
que celle que Ton observe de bas en haut, dans la seconde branche du 
meme tube : par exemple, dans un tube de i™™,4 de diametre, dans 
laqueile on a solidifie une colonne de phosphore de 645™™ de longueur 
a 39^,7, on a trouve ^53 cenliemes de seconde pour duree de la so- 
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lidificntion dans 1.1 moilie du tube.oula solidiBcation eliiit descendante. 
ft alio cenlieiiies de seconde dans la seconde moitie, ofi elle etait ascen- 
d;nite. La difference irouvee est de I'ordre des erreurs d'experience. 

3" Im Vitesse de la solidification est independante de la temperature a 
laqueUe on a chauffe anterieurement It: phosphore. — On peul se pro- 
poiii'i' de reclierctier si la vilesse de la solididcstiun varie avec la tetn- 
p^ualiire a laquelle le phospliore u ete cliauffe avant d'etre introduit 
diitis le bain, oil oa le maintienl en sui'fiision, ou blen si elle a tint' 
vak'iir independante decelteteniperaliire. On sail, eneffet.que le phos- 
plioi'ft se transforme parliellemenl en pbospbore rouge a des tempe- 
ralurt's inferieures meine a aoo"; on observe qu'il presente dans ces 
circonstances des reflets opalins, qui indiquent inanifestenienl la pre- 
sence d'une modification isomerique en suspension dans le pliosphore 
fondu. Or i1 pourrail se faire que, a\ant de donner un produit inso- 
luble, le pliosphore eprouvat un cliangeinent transiloire, et que, les 
cunstanles calorifiques t'orrespondant a cet etat etant differentes, il en 
lesullatune modification dans la vilesse de la iiolidification observee. 
Pour elucider cette question, j'ai employe des groupes de deux tubes 
de mime diametre, contenantdes colonnes de phosphore de m^me lon- 
gueur, et, pendant que I'un d'eux etait citaul'fe a une temperature peti 
superieureau point de fusion du phosphore, on elevaitla temperature 
(le I'autre jusqu'ii i^o", 180°, 200" et nieine 2i5". On portait les deux 
tubes dans le meme bain de surfusion, on les y laissait prendre la 
nieme temperature et, apres un sejour prolonjje pendant une demi- 
bcure, trois quarts d'heurc ou une heuro, on mesurait les deux vi- 
tesses de la solidification dans les. deux tubes. 

Avant de transcrire les resultats de pinsieurs series d'experieoces. 
je dois iudiquer le dispositif que j'ai employe pour chauffer les lubes 
au dela de 100°. On a vu qu'il etail utile de laisser une couclio d'eau 
au-dessus du phosphore, pour que sa surface fill bien nette el n'e- 
prouvat pas d'alteralion au contact de I'air; lorsqu'il fallait chauffer 
Irs tubes au dela de 100°, on laissait tr^s peu d'eau a la surface du 
pliosphore, puis on fermait it la lampe les deux extrcmites du tube 
et on I'ititroduisait dans un bain de paraftine, cliauffe a la tempera- 
lure voulue. On retirait ensuite le lube et on riminergeail completc- 
menl dans un bain a temperature un peu superieure a 44". "Jn ouvrail 
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Si\ovs soils Teaules deux exlremitcs du tube, que Ton inlroduisait aussi- 
totdans le hainde surfusion. Si, pendant raction dela chaleur, la co- 
lonne de pbosphore avait ete coupee par des bullesdes gaz, provenant 
de la decomposition par le phospbore et sous Tinfluence de la cbaleur, 
de quelques traces d'eau interposees entre le tube et le phospbore, 
on ramenait la continuite de la colonne, en communiquant au tube 
un mouvement de fronde a la sortie du bain de paraffine. 
Voici les resultals de quelques series d'experiences : 

Premiere scrir. Observations failes a 39". 7. 

Dureco 
Teiii|iora(iire>. Ue la Kulidiflcalion. 

(I » 

Tubo 11" I Oo 7,79 

» n" 12 200 7,93 

Dciuicmr serif. - Obsorvalions fniU'S a i3**, i. 

Monies lubes n" I '> '> i 'ii , 54 

» n" :2 'xno 1 5 1, 47 

Tr(,i.\i('tne serie. — Observations I'aites a 39". 4- 

Tube n";{ >5 0,8 j 

») n" i 9 1 ') 0,8 1 

Quatriemc sc'ric, — Observations failes a 40*. 7^- 

MCmes tubes n° o . . "io i'^j47 

n° i. . I Jo rji,5o 

L'examen de ces nombres indique netlement que la vile.^se de soli- 
dification est independante de la temperatui*e, a laquelle on a cbauffe 
le pbospbore. On peut en conclure que la transformation partielle 
que le pbospbore a eprouvee n'a pas eu d*influence appreciable sur le 
pbenomene. 
On peut tirer de ces resultats une autre consequence : 
En comparant les experiences de la premiere serie a celles de la 
deuxieme, puis celles des troisieme et quatrieme series, on reconnait 
que le pbospbore se comporte de la meme maniere, qu'il ait et6 antr- 
rieurement porte plusieurs fois a de bautes temperatures ou qu'il n'ait 
ete depuis longtemps cbauffe que dans le voisinage du point de fusion. 
La Vitesse de solidification est done independante des operations ante- 
rieures que le pbospbore a eprouvees. 
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4" Vitesses de la solidification du phosphorc aux diverses tempei atuies. 
— II resullede ce qui precede que la vilesse de la solidiiicaliondu phos- 
phore, ohseryee dans des lubes suflisamment elroiLs, est une i:onslanle 
poup cliaque leinperature. II y a done ud certain interet a determiner 
ies valeurs que prend celle quatuite, quand on a fait varier la tem- 
perature. 

On a reuni dans Ic Tableau suivaiit : i" Ies vitesses do solidificatiuii, 
c'est-a-dire Ies longueurs dont progi'esse le pbenomene pendant une 
seconde; 2" Ies durees de la solidification exprimees en secondes, aux 
memes temperatures d'une eolonne de phosphore, qui occuperait i" 
de longueur a I'etat liquide, a la temperature de fusion du pbospUore. 
Les experiences out ete failes depuis la lemperulure de f^'i",^, qui 
n'est infer] eure que de o",^ au point de fusion du phospliore, jusqu'a 
34"t9; au-dessous de cette temperature, il est dii'ticile de faiie des de- 
terminations precises, nonseulement a cause de I'instabiliLe du liquide 
qu'oD peul ccpendaut conservt'r, ii I'etat de suffusion, a des tempera- 
tures bleu inferieures et jusqu'a la temperature ordinaire, mais surtout 
k cause de la rapidite extreme de la solidification. Les numbres qui 
correspondent ii ebaquc loniperature sont les moyennes de plusieurs 
determinations ires concordanles; quelqucs-uns meme representent 
la moyenne d'un grand nombre de mesures effecLuees a des lipoques 
tres eloignees et sur des lubes differents : lelssont, parexemple, les 
nombres correspuiidant a 'i-]°,S, quircpresentenl la moyeiine de4! me- 
sures effectuees en vue de reconnailre si la duree de la solidiflcalion 
a une temperature donnee etail independanle de toutes lesautrescir- 
constances exterieures : temperature et duree de recliauffemenl du 
pliospbore, duree de sejour dansle bain de uurfusiou, operations ante- 
rieures effectuees avec le corps, etc. 
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La courbe construile avee ces nombres [fig. '4), en prenant pour 
abscisses les temperatures et pour ordonnees les durees de la solidifi- 
cation pour un metre de longueur, a evidemment pour asymptotes l*axe 
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des temperatures et I'ordonnee correspondant a la temperature de 44®»^» 
point de fusion du phosphore. Ce resultat pouvait sansdoutedtrc prevu: 
j'appellerai seulement Tottention sur la valeur absolue de la vitesse de 



Fig. 4. 
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solidificalion qui, a lo^ au-dessous du point de fusion, est deja de 
53i™",g, eta 19", '3 au-dessous de ce point depasse i™ par seconde. 

En resume, on est conduit par ces experiences a considerer la vi- 
tesse de la solidification du phosphore pur comme une constante qui ne 
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depend que de la temperature a laquelle le phosphore est amene a I'etat 
solide. Les modifications que le corps peut eprouver sous Tinfluence 
de la chaleur, modifications qui se trahissent par la formation d*une 
certaine quantite de phosphore rouge, ne changent pas plus la vitesse 
de solidification que ne le ferait la presence de corps quelconques, in- 
solubles dans le^phosphore ordinaire. Nous allons voir que le soufre 
presente des resultats tout differenls. 



11. 
tTUDE DE L\ VITESSE DE SOLIDIFICATION DU SOUFRE. 

Dans mes recherehes sur le soufre, le dispositif dont j'ai fait usage 
ressemble beaucoup a celui que j'ai utilise dans le cas du phosphore, 
avec cette difference que, la duree de la solidification du soufre etant 
beaucoup plus grande, dans les memes conditions de temperature, il a 
suffi d'employer un chronometre a pointage pour determiner les du- 
rees avec une approximation convenable. Des experiences anterieures 
sur les variations qu'eprouve le point de solidification du soufre lors- 
qu'il a ele diversement chauffe ou lorsqu'il provient d*origines diffe- 
rentes m'avaient montre que, dans une elude conime celle que j'entre- 
prenais, il n'etait possible d*esperer de resultats constants qu'a la 
condition de se placer toujours dans des conditions identiques et bien 
definies; je me suis done astreint a employer, pour les experiences, une 
variete de soufre bien determinee : j'ai employe du soufre octaedrique 
cristallise par evaporation d'une solution dans le sulfure de carbone. 
On pulverise les cristiiux et on les chauffe a qS*^ pendant vingt-quatre 
heurespour leur enlever les dernieres traces de sulfure de carbone, dont 
la presence eut-modifie les resultats ('). On introduit ce soufre dans 



(^) II est Ires important do ne pas depasser cotto temperature de gS"; j'ai d^montr^, en 
efFet {Comptes rendus, t. XCVIII, p. 8io), que le soufre octa^driiiue soumis c^ uno tempe- 
rature minima d'environ 97**, 6 se change en soufre prismatique au contact d'uno parcelle 
de cette substance : si Ton poussait Taction de la chaleur au dela de cette temperature, il 
pourrait arriver que le soufre octaedrique auquel on veut enlever du sulfure de carbone 
se transformed en elements prismaliques, c*cst-a-dire en une substance differente de celle 
sur laquelle on se propose (ro|u'»ror. 
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des tubes en U tloot le diametre ne depasse pas a""", en ayanl soin 
d'enlever les parcelles de soufre solide adherenles aux parois du tube 
au-dessus du iiivenii ou doit arriver le soufre fondu : on evite ainsi 
leur chule accidentelle dans le llqulde surfondu et la solidification 
premattiree du soufre ( ' }. Si Ton a pris la precaution de ncttnyer I'intP- 
rieur des lubes pardes lavages a I'acide sulfiirique, a lleau dislillee et k 
I'alcool, puis de les secher a chaud avant Tintroduction du soufre, on 
pourra y cTiaufTer le soufre sans voir d'innombrables builes de gaz se 
collor sur les parois, et Ton evilera en nieine temps que les poussieres 
organiques, decomposees au contact du soufre, ne lui communiquent 
une teinte rouge virant plus ou moins vers le noiretqui persisle apres 
le refroidissement. Le liquide se presentera sous forme d'une colonne 
continue (^) dont la couleur, variable avec la temperature, redeviendra 
d'un jaune clair dans le bain de surfusion. 

Pour effecluer une experience, on commence par cbauffer le soufre a 
une temperature determinee pendant un certain temps : on obtenaitles 
plus hautes temperatures en utilisant la vapeur dc soufre ou de mer- 
cure boiiillant sous la pression atmospherique; pour les tempera- 
lures inferieurcs comprises cntre 290° ei 160", on s'est servi de paraf- 
fme cbauffee dans un vase cylindrique de cuivre, de o",3j de profon- 
deur el de o", 10 de diametre, et agitee d'une maniere continue pendant 
toute ta duree de I'immersion des tubes. Entin, pour les basses tempe- 
ratures, on a eu recours au chlorure de calcium chauffe dans un vase 
cylindrique en fonte. L'emploi de la fonte parait, a premiere vue, peu 
convenir a cet usage, car c'est une substance poreuse qui, apres quel- 
ques operations, quelquefoismeme a la premiere, se fendille. Cet acci- 
dent est sans inconvenient, car lorsqu'on cliauffe de nouveau I'appareil, 
des que le chlorure de calcium est en fusion, le liquide qui suiule par 
la fente se desbydrate k I'exterieur et ferme Tissue par laquelle la so- 



(■) On dliminesilromenl. ccs parcolles de soufre en inlrodiiiaanl dang la br.iiiclio du lubo 
m\ long tube tres capillairo ftirS a la lampe, el par leijuel on Tail arriver un couranl d'air 
flpc pendant qu'on chauffo le lubo au dela do 3oo°; les parcelles de soufre brfllont, el il 
n'cn reste pas iraco sur lea parois. On peut proc6der alora aux pxperiences) sans craindre 
les solid! 11 en Lions accldentcllos. 

(■) S'il se formail quelqup chapolot do buUos d'air an mnmenl de la fusion, 1 
imprimi^o au lubo chaud Ic ferait facilement disiiaraitri). 
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lution pourrait s'ecouler. On peut done continuer a se servir de Tap- 
pareil, et Ton regie facilement la composition du liquide, de maniere 
a produirc une temperature d'environ i3o** en tous les points de la 
masse. 

Au sortir du bain de fusion, le tube est introduitdansun bain d'eau 
ou d'une solution de chlorure de calcium, entretenue a temperature 
constante par un bee de gaz regie convenablement et dans lequel on 
fait passer d'une maniere continue un courant d'air qui rend la tempe- 
rature uniforme en tous les points du vase, dont la capacite (4*** a 5"') 
est du reste assezgrande pour que la temperature ne puissevarier que 
tres lentement. 

Le tube etant, depuis un temps convenable, dans le bain de surfu- 
sion, il s'agit d'y provoquer la solidification du liquide; a cet effet, si 
Ton veut semer des octaedres, on laisse tomber par Torifice du tube 
maintenu verticalement quelques parcelles de la fine poussiere obtenue 
en ecrasantun petit cristal octaedrique entre deux feuilles de papier 
n'ayant pas sejourne dans le laboratoire, ou elles pourraient avoir pris 
des traces de soufre prismatique suflisantes pour provoquer la solidi- 
fication. Veut-on, au contraire, faire naitre des prismas, on se sert 
d'un fil de verre tres fin dont Textremite a ete mise au contact de soufre 
prismatique, on Tintroduit dans le tube et, au moment oil la poinle de 
la tige rencontre la surface liquide, on pousse de la main restee libre 
le bouton du compteur a secondes; on note ensuite i'instant du pas- 
sage des cristaux devant des traits equidistants graves a Tacide fluor- 
hydrique, sur le tube, de 5""™ en 5™°*, et Ton peut ainsisuivre la marche 
de la solidification d'un bout a I'autre de la'coloune liquide. 

Bien que ce mode d'operer comporte des causes d'erreur qui tiennent 
surtouta la diftlculte d*apprecier le passage de la pointe d'un cristal 
devant un trait d'une certaine epaisseur, on peut arriver, avec un peu 
d'exercice» a donner aux inesures une precision suffisante. Pour en 
donner une idee, je transcrirai les resultats de deux observations sue- 
cessives effectuees dans des circonstances qu*on a essaye de rendre 
aussi identiques que possible, sans y parvenir rigoureusement, bien 
entendu. II s'agit, en effet, de maintenir pendant cinq minutes un tube 
de o°^,3o de long a une temperature uniforme en tous ses points et con- 
stante, dans un bain de chlorure de calcium a 129^,5, puis de I'intro- 
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duire dans de i'eau maintenue en ebullition a la meme temperature, 
100^,7, dans deux experiences faites a trois quarts d'heurc d'intervalle; 
enfin de semer des cristaux quinze minutes apres Timmersion dans le 
bain de surfusion. Les dureesd'allongement des cristaux dans lesdeux 
tubes ont ele, pour 10™™ : 

()clad<lre4. Pri^mcs. 



» H 



Tuben** 1 53,33 o,38 

» n** 2 53,25 0,40 

Ces nombres different assez pen pour qu'on puisse se eontenter de 
ce degre d*approximation dans des experiences de ce genre. 

Le probleme est plus complexe dans le cas du soufre que dans celui 
du |)liosphore; j'ai montre, en effet, depuislongtemps (*) que, suivant 
la forme crislalline de la parcelle de soufre qu'on inlroduit dans le 
liquide surfondu, on peut obtenir soit des prismes obliques a base 
rbombe, soit'des oetaedres droits a base rectangulaire. 

II y a done lieu de considerer : i** le cas oil Ton fait naitre des 
prismes; 2"* celui oil Ton provoque la formation des oetaedres; il ya 
de plus un iroisieme cas comprenant Tetude du developpement d'une 
nouvelle variete crislalline de soufre que j'ai decouverle en me servant, 
comme inoyen d'investigation, de la durec d'accroissement des cris- 
taux dans le liquide surfondu. 

I. — Dur^e de la solidification des prismes. 

1*^ La Vitesse d'allongemenl des prismes est conslante, — Considerons 
un tube a la surface duquel sont graves des traits equidistants qui per- 
mettent de mesurer i'allongement des cristaux; supposons qu'on y ait 
fondu du soufre enle maintenant dans un bain de chlorure de calcium 
bouillant ou de parafline a la temperature T, maintenue constante pen- 
dant un temps t; puis, qu'on le retire de ce bain pour Timmerger dans 
un autre dont la temperature soit t^ inferieure au point de fusion du 
soufre, le liquide restera surfondu. Apres I'avoir mainlenu en cet etat 
pendant un temps t', vien(-on a y semer un cristal prismatique, des 
qu'il toucbe la surface du liquide, il se developpe de maniere a en en- 



(*) Comptt'S n ndtis, t. LXXIX, p. 'jiiy. 
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vahir peu a peu toute la masse. On reconnait que la region solidifiee 
augmente de longueurs egales pendant des temps egaux si, dans Texpe- 
rience, le bain ambiant a ete agite de maniere que toutes les regions 
du tube soient bien a la meme temperature. En realisant la meme ex- 
perience sur un nouveau tube dont le diametre ne depasse pas 2"*™, les 
valeurs de T, r, / et t' etant les memes, on trouve que la duree de Tal- 
longement des cristaux pour Tunite de longueur-est la meme : c*est 
done une constante. 

2^ Vitesses de la solidification desprismes auxdiverses tempdratures . — 
Si, toutes choses etant egales d'ailleurs, on procede a des experiences 
sur des tubes n'ayant pas encore servi en changeant seulement la va- 
leur de /, lemperature du bain oil le soufre est maintenu en surfusion, 
on trouve des durees qui vont en croissant a mesure que cette tempe- 
rature se rapprochedu point de fusion du soufre. 

Voiei quelques valeurs qui permettent de suivre la marche du pbe- 
nomene pour T = 1 29"*, 5, t = 5™*" et t' = 1 5' 



.min 



Temperatures Dnries 

da de la •olidlOcallon 

soufre surfondn. pour lo"". 

o « 

80,9 0,20 

83, a 0,22 

93,4 0,^9 

95,7 o,36 

99»» o»47 

100,4 •••• o,5o 

<o4,7 0,77 

io5 , 4 I } 04 

106,1 1,19 

107,6 2,14 

108,9 2,91 

1 10,9 3,84 

La courbe que Ton construit en prenant les temperatures comme 
abscisses et les durees de solidification comme ordonnees {Jig. 5) a 
evidemment pour asymptotes Taxe des temperatures et Tordonnee cor- 
respondant a la temperature du point de fusion du soufre considere. 
Ges resultats sont analogues k ceux que presente le phosphore; il n*en 
est pas de meme de ceux que je vais indiquer. 

Ann, de i'Kc. Normale. 3' Serie. Tome 1. — Aout 1884. 33 
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3® Influence de la durie t du sejour dans le bain de fusion. — An 
lieu (le (lonner diverses valeurs a la temperature /, a laquelle on pro- 
voque la cristallisation des prismes, od peut maiutenir cetle tempera- 
ture constante el faire varier successivemcnt Tunc destroisquantitesT, 
T, t', eu ayant soiu seulement que la duree du contact du tube avee le 
bain ambiant soil suffisante pour qu*il en ait pris la temperature : on 
reconnait alors que la duree de la solidification depend a la fois de 
toutes ces quantites, de sorte que le Tableau transcrit ci-dessusne cor- 
respond qu'aux valeurs T= 129", 5, t = 5"™, t'= i5*". ExaminonsTin- 
fluence des variations de t, t' etT. 
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Faisons d'abord varier la duree t du sejour dans le bain oil Ton a 
fondu le soufre. Voici les resultats de trois couples d'experiences com- 
paratives dans lesquelles le soufre a ete fondu a la meme temperature 
T = 129'', 5, mais maintenu dans ce bain pendant des temps differents, 
puis laisse dans le bain de surfusion pendant le meme lemps (quinze 
minutes) : 



/ = 100,5 
/ = 100,3 
/= 106,6 



T= 5 
7= 3> 
T^ 5 

T=^6o 



lU 



Dorce* de solldiflcAlkin. 

s 
0,55 

4,66 
o,5o 

5,79 
o,56 

8,48 
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On voit netlement, a rinspection de ces nombres, que la duree de Tal- 
longemenl des prismes augmenle beaucoup a mesure qu'on maintient 
le soufrcplus loiiglemps dans le bain initial, a temperature constante, 
Dans le premier groupe d'experiences, la duree devient 8,5 fois plus 
grande pour un sejour 7 fois plus long; dans le deuxicme groupe, la 
duree est 1 1,58 fois plus grande pour un sejour 12 fois plus long, et, 
dans le troisieme, la duree est i5,i fois plus grande pour un sejour 
17,8 fois plus long. Le changement produit sous rinfluence de la cha- 
leur se trouve ctre presque proporlionnel a la duree de celte action. 

4** Influence de la duree x' du sejour dans le bain de surfusion. — 
Dans le cas ou Ton fait varier seulement la duree t' du sejour dans le 
bain de surfusion, on observe encore une variation dans la duree de 
rallongement dcs cristaux. Cette variation est tres faible si la valeur 
de T est peu clevee au-dessus du point de fusion, comme on pent en 
juger par les deux experiences dans lesquelles le soufre a ete chaufTe 
a 1 29**, 5 pendant cinq minutes, et qui ont donne pour/= 100**, 3 : 

d'accroiMement. 



K 



A vec t' = 15"* o , 5o 

Avcc t' = 60" 0,66 

Les differences sont considerables, au contraire, si la temperature 
de fusion est superieure a 170^, et elles vont en diminuant a mesure 
que la duree du sejour dans le bain de surfusion a ete plus longtemps 
prolongee. Ainsi, pour T= 219**, t = 5'", t = loi*', les durees ont ete : 



» 



Apres 15™ a3 ,04 

Apres 3** 1 5"* 9,12 

Apr^s 4^{5'" 7,70 

el, a parlir de celte valeur, la duree d'allongement des cristaux a ete 
sensiblement conslanle. 

j'' Influence de la temperature T du bain de fusion. — On observe des 
resultats analogues aux precedents en portant le soufre a des tempe- 
ratures initialesdifferenles. Ainsi, lorsque la temperature du bain de 
surfusion est mainienue constante a 10 >^, 3 pendant quinze minutes, 
on observe dans des tubes chauffes cinq minutes a diverses tempera- 
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lures les duiees correspondantes indiquees dans le Tableau suivant : 

DnreoM 
Temperalnres do rallon^ment 

da bain dos cristanx 

de fa«Ion. ponrio"". 

o • 

129,5 o,5o 

i39,o 0,59 

i1a,5 0,70 

i54,5 1,93 

160,5 5,70 

164,5 10,61 

167,5 18,08 

173,5 a5 , 59 

1 77 > o 24 , 98 

18 [,o 21,65 

189,0 21 ,41 

204 ,0 21 ,66 

ai9»« »'>43 

a43,o 19,41 

274,0 18,07 

35o,o '7>oo 

440,0 16,06 

La courbe {fig. 6) construite avec les temperatures comma ab- 



Fig. 6. 
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scisses et les durees correspondantes comme ordonnees montre net- 
tement une variation tres brusque dans la duree de la solidification, 
lorsqu*on passe d'un tube oil le soufre a ete chauffe a 167^, 5 Ji un autre 
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oil il a ete porle a 173**, 5. Cette duree prend vers celle derniere tempe- 
rature une valeur maxima et elle diminue alors tres lenlement a mesure 
qu'on opere a des temperatures de plus en plus elevees, jusqu'a la tem- 
perature normale d'ebuUition du soufre. Pour ce qui est des valeurs 
absolues de ces durees, il est bien entendu qu'elles chaugent avee la 
temperature t et les durees t et t , ainsi qu'il resulte de ce qui precede. 

6® Influence des operations anterieures subiesparle soufre. — Jusqu'ici 
j'ai suppose qu'on provoquait la formation des prismes dans du soufre 
octaedrique fondu pour la premiere fois; examinons ce qui arrive si 
le soufre primitif a deja ete fondu et solidifie, puis soumisa Texpe- 
rience. 

Soit, par exemple, du soufre nouveau maintenu dans une premiere 
experienced 129^5 pendant cinq minutes, puis laisse quinze minutes 
dans un bain a la temperature constante de [oo^,3; dans ces condi- 
tions, la duree de la solidification pour une longueur de 10™™ est o%46. 
Supposons qu'avec le meine tube dont tout le soufre a ete transforms 
en prismes, on recommence Texperience dans les memos conditions 
2, 3, 4» • • M ^ fois, on trouve les valeurs suivantes pour durees de la 
solidification. 



% 



Promiero operation o , 46 

Troisierao » o ,6a 

Qualriemo n i , 56 

Cinquiemo » i , 84 

Sixierao » 2,66 

Septiemo » 4*43 

Huiliemo » 5 ,88 

Dans une autre serie d'experiences, qui ne differaient des prece- 
dentes qu'en ce que la temperature du bain de surfusion etait de 99"^,^ 
au lieu de 100**, 3, les valeurs observees ont ete : 



i 



Premiere operation o, 47 

Deuxiemo » 0,73 

Troisiemo » o , 83 

Quatri^mo » i , 26 

Cinquiemo » i,\y 

Dixiemo » 8 , 5o 

Ainsi, dans la premiere serie d'experiences, apres six operations 
successives, la duree est devenue 12,78 fois plus longue, et dans la 
seconde serie, apres neuf operations consecutives, elle est devenue 
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LMiviron 18 Tois plus longue. Le liquide donne done plus Itnlemenl des 
prismes lorsqu'U provient de la fusion des prismes que lorsqu'il resullr de 
la fusion des octaedres el la cristallisation est d'aiUant plus lente que 
le sou/re a subi plus de fois la fusion sutvie d'une transformation en oc- 
taidres ( ' ) . 

n" Injluetwe du temps e'coulc enlre des series d' experiences successivct. 
— Ccs deux resullals presentcnt une iietlele remapfjuai)le lorsqun les 
ripepalions se succfedent sans inlerruplion. V'lenl-on ii laisser s'ecouler 
lit) temps un peu long entre deux operalioos conseculives, le pheno- 
iTifjne change d'allures. Je cilerai, par exemple.une serie d'experiences 
efTeotiiees sur ilu soufre oetaedrique n'ayant pas encore servi : cc soufre 
ayant 6tc chaulTo 5 minutes a i»g",5 dans toules les experiences, la 
ilurce de la solidilicalion inonla de u%67 a 7*,66, nombre observe d»ns 
la septieme des operations conseculives; aa lieiires apres. les expe- 
riences furent recommencees dans des conditions identiques, et la pre- 
miere sulidificalion dura 4*<3 3 et lessuivanles prirentdes valeurs crois- 
santes jusqu'a 7^.24> duree do. lii cinquieme operation. Alnsi, apres 
32 lieures de repos a la temperature ordinaire, TefTet des fusions el 
solidificalions sucuessives s*elait nolabicment attcnue, puisquc la 5oli- 
dilication, qui lievail durer plus de 7*,GG si I'elat du soufre fut reste le 
iiieme, no durait plus que 4'. 23. 

( ' ) 11 n'eel psis Bans inl6rM do montror piir un cvcmplc, coiTi[iroaBut des exp^rinirais n^a- 
Mb^os dans lea circonalances tes plus proprca k doiiiiur des n^auUaU liiul u fiiil compardbleB, 
I'inlluoncQ de la forme anLuriouro du soufre sur la duree dei' accroissement iJes prismos. Dana 
un tu[)e on U on a irunsfurm^ cii oclaedres lout le mutre do Tune des branches, que je 
dSsignerai par a, el Ton a pmduit des prismoa dans I'autre branchc P, puis on a exp^ri- 
menld sur Je tube et, toules choses ^tanl idcniiquos dans les deux branches, on a obtenii 
pour dur^os do raceroissoment des prismes : 

Pfemiprc opcrtliun 3,ii 4 , a.1 

DuutrAiDG • 4,gi) 5,J3 

Trolii^a - 5,59 'i,H5 

Quilrii^me 6,(K fi.gR 

Cluquisiue h 6,1,8 7,14 

1^ dur^e loujours i^ti plus coiirle dans la branche oil il y avuil eu des ocluedres quo 
dans celle oi il y avail ou des prismes, vt I'on voil que la diiriio da rallongoment dans la 
branche p osl seDsiblemeut la mdmo que coUe do I'op^ratJon Buivanto dans la brancbe 3 : 
les opfiraiions qui donnenl les m^mcs valeurs dans les deux lubes correspondent, eu effel, 
a du soufre ayant iprouv^ le mAme nombre d fusions el so lidifiea lions dans des condilions 
idenliquea. 
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Si on laisse s*ecouIer un temps moins long entre ies deux series 
(rexperienecs, on observe moins de difference entre le nombre corres- 
pondant » la premiere operation d'une serie et la derniere de la serie 
precedenle. 

Au contraire, si Kon attend plusieurs jours avant de recommencer 
une nouvelle serie d'experiences, on Irouve pour duree de la solidifi- 
cation, dans la premiere operation d'une serie» un nombre bien infe- 
rieur a celui qu'on a obtenu dans la derniere operation de la serie pre- 
cedenle. 

Si Ies series d'experiences sont sufllsamment espacees, ce nombre 
sc rapproebe beaucoup de la duree de la solidification des prismes 
observee apres la premiere fusion du soufre octaedrique, mais il ne 
se confond jamais avec cette valeur a laquelle il est toujours superieur. 
C'est ce qu'on reconnait a Tinspection des determinations suivantes 
eilectuees sur du soutVe cbauffe 5 minutes a i29'\3 et refroidi i5 mi- 
nutes dans le bain de surfusion : 

Premiere serie, — Temperature ambiante, 100°, 7. 



s 



Premiere op^ralion 0,87 

Deuxi^me » *. 0,62 

Troisieme » 0,87 

Qualrieme » i ,20 

Cinquieme » -. . 1 ,5o 

Sixieme » 1 , 78 

Septiemo » 2,87 

Huiliemo » 3 , 87 

Neuvieme 4)^9 

Dcuxieme serie, — Apr^s quatre jours; temperature ambiante, 100**, j. 

Premiere opcJration 0,93 

Deuxi^me » i , 38 

Troisieme » 2 , 1 5 

Quatrieme » 2 , 84 

Cinquieme » 4 )05 

Sixieme » 5, 18 

Troisieme sMe, — Apres dix-sept jours; temperature ambiante, 100°, 7. 

Premiere operation 0,81 

Quatrieme serie. — Aprds vingt-huit jours; temperature ambiante, 100", 7; 

Premiere operation o,63 
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A partir de cette valeur la duree ne diminue plus; die reste ainsi 
superieure a o',37 qui serait la duree que Ton observerait dans un tube 
contenanl du soufre fondu pour la premiere fois (Texperience faite sur 
un tube temoin dans les memes conditions a donneo%36, qui se con- 
fond avec la premiere valeur observee). 

Dans ces experiences, le soufre n'a ete chauffe qu'a une temperature 
peu superieure au point de fusion, et Ton voit qu'avec le temps il 
revient lenlement a un etat voisin de Tetat octaedrique primitif, puisque 
la duree de solidification pour lo""^ descend a o*,6o. 

Les experiences suivantes montrent que la modification permanente 
qu'eprouve le soufre est plus prononcee si on Ta anterieurement 
chaufi^e a une temperature elevee. 

Considerons du soufre qui a ete porte a une temperature superieure 
a 170", puis iransforme en prismes. Abandonne a lui-meme pendant 
un mois, ce soufre a ete soumis a plusieurs series d'epreuves dans cha- 
cune desquelles on I'a chauffe 5 minutes a 129*^,5, puis refroidi i5 mi- 
nutes dans le bain de surfusion ; il a donne pour durees de la solidifica- 
tion pour 10"™ : 

Premiere serie, — Temp6rature.ambiante, loo**, 1. 

8 

Premiere operation 1 , 20 

Douxi^me » 3 ,66 

Troisi^mo » 4 ,67 

Quatri^me » 5 , 58 

Deuxiemc stfrle. — Apr^s Irois jours ; temperature ambiante, loo', 1 . 

Premiere operation 1 ,22 

Deuxi^me » 2 ,75 

Troisieme » 4 »9i 

Quatri^me » 5 , 58 

Cinquieme » 6, 5o 

Sixieme » 6,83 

Troisieme s&ie. — Apr^s six jours; temperature ambiante, 100*', 3. 

Premiere operation i , 3o 

Deuxieme » 3 , 22 

Troisieme » 4 ,83 

Qiiatrieme serie. — Apr^s onze jours; temperature ambiante, 100°, 1. 

Premiere operation i , 33 

Deuxieme » 3 , ifi 

Troisieme » 5 ,08 

Ouatriemo » 5,48 
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On veil d*apres ceia : i"" que Toperation initiaie, qui a eu lieu un niois 
apres la derniere soiidificalion en prismes, a donne pour vaieur de la 
duree i*,2o, au lieu de o*,45» nombre que Ton eut observe avee du 
soufre n*ayant pas encore servi, place dans les memos conditions : c'est 
une vaieur presque trois fois plus grande qui indique nellement que le 
soufre n*est pas revenu a l*elat initial; a"* dans cbaque serie, les opera- 
tions consecutives donnent une duree graduellement croissante, mais 
les experiences recommencees apres un repos de 3 jours donnent a peu 
de chose pres les memos nombres, les differences etant Ires faibles et do 
Tordre des erreurs d'observation, comme on pent s'en assurer en com- 
parant les quatriemes operations des premiere, deuxieme et quatrieme 
series dont les valours sont 5% 58, 5% 58 et 5%48. On pent en concluro 
que le soufre fortement chaufTe oprouve une modification qui nedis- 
parait pas completemenl avec le temps; mais, malgre les series de 
fusions el solidifications successives qu*on pout lui faire eprouver, il 
revient en quelques jours a un etat stable qui est totijours le memo. 

Cos resultats concordent bien avec le fait connu de la devitrification 
du soufre prismatique qui so transforme peu a peu en elemenls octae- 
driques, car nous avons vu que le soufre octaedrique etant surfondu 
donne plus rapidement des prismes que le soufre prismatique lui- 
memo, mais ils conduisent a admettre, contrairement a ce que Ton 
pourrait deduire de la consideration de cette devitrification, que la 
transformation des prismes en octaedres no ramene pas le soufre a 
I'etat initial, ce qui revient a dire qu'elle n'est jamais complete, ou du 
moins qu*elle amene le soufre devitritie a etre a un etat un peu diffe- 
rent de celui des octaedres primitifs. 

La varietede cos resultats, dont plusieurs etaient inaltendus, m*avait 
conduit a recherchor si quelquos-uns no tiendraient pas a des traces de 
matiores etrangeres (sulfure de carbone ou autres) contenues dans le 
soufre soumis a Texperience. En vue d'eclaircir ce point, je me suis 
procure de magnifiquos cristaux de soufre natif, d'une limpidile par- 
faite,etj'airepete avec cette matiere un certain nombre des experiences 
les plus caracleristiques : j*ai Irouve des resultats identiques a ceux 
que j'avais obtenus avec le soufre prepare comme je Tai indique et qui 
m'a servi de memo a realiser les experiences que je vais decrire. 

Ann.de I' Ec. Nprmale, 3" Serie. Tome I. — Aout i88.{. 34 
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Dur^e de la solidification des octaedres. 



Les procedes dc mcsure que j'ai ind'uiues pour !e ras des prismes 
peuvcnt servir a la delenninatlon de rallongemenl des oclaedras. Le 
seul point sur lequel il soil necessaire d'lDsister est la maniere dc 
semer ie crista! octaedrique pour obtenir uniquemenl des octaedres. 
Lorsqti'ils'agit des piismes on peut operersans precautions speciales : 
en introduisant un cristal prismallqiie de dimensions quelconques, on 
observerait loujours Ie developpemeut des prismes, meme s'il arrivait 
que le crislal prisnialique fiit couvcrt d'une [I'ace de soufre octae- 
drique; cela lient a ce que la duree de la solidification est bien plus 
courle pour les prismes que pour les octaedres, et ceux-ci n'ont pas le 
temps de se developper. iVlals, lorsqu'un veut faire naitre ties octaedres, 
il faul eviler avec le plus grand soin loute trace de soufre prismatique. 
II y a plus, u'est que nieme un crislal oclaedrique pur, si ses dimen- 
sions nc sent pas tres petiles, inlroduit rapideaient dans le soufre sur- 
foudu. se comporte coinuie un corps froid quelcoiiquc, lequel provoque 
la formation des varielcs crislallisees autres que les oclai^dres. II est 
done indispensable, pour eviter tout accident, de n'omployer les 
octaedres que sous forme d'une pousslere exlrememenl fine. On en 
preleve une ires petite quantile ii I'aide d'un fil de platine dont une 
extrfemite a ele prealablement un peu aplatie, ebaulTee au rouge, 
puis refroidie. On amene cetle extremite du fil au-dessus de I'orifice 
du tube a soufre surfondu. maintenu verticalement el, par une legere 
secousse, on fail lomber quelques grains de soufre. On voit bicntdt un 
octaijdre grossir a la surface du liquide, y resler adbercnt par capil- 
larilc, bien qu'il soil plus lourd que le soufre fondu, et s'allonger peu 
il peu, la poinle en hns. 

Le fait qui frappe le plus lout d'abord quand on eludie le develop- 
penientdes oclaedres, surlout quand on le compare a celui des prismes. 
c'est S3 lenteur qui lient surlout a cc que la clialeur de fusion des 
oclaedres est plus grande que celle des prismes. 

La duree de leur allongement cbange du reste ii la fois avec la tem- 
perature T i) laquelle a ele porte le liquide, avoc le temps t pendant 
lequel on I'a chaulfe, avec la temperature t du bain de surfusion et 
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»Yec la duree t' du sejour dans le bain. Je vais indiquer Tintluence de 
res diverses variables : 

I® Influence de la temperature t du bain de surfusion. — Supposons 
d*abord que la temperature T du bain initial soil constante, ainsi que t 
elT, et faisons varier seulement la temperature /; nous trouvons, pour 
T = \o.ff ,5, T = 5™, t' = 1 5" : 



TemperaturM 
du tuafre turfonda. 



80,9. 
90,5. 

93,1. 

9iw • 
97>3 . 

100,0 . 

ioO|6 . 

100,76 

104,7. 



Durres 
df U soltdlllcatfon. 

m s 
O. 7,'JO 

0. 1-1, ao 
0.1 '3,25 
0.21,00 
o . 25 , 07 
o.38,7'3 

1 . 4 )Oo 
I. 8,00 
1. 11,00 
2. 12,00 



io5,4 

i"8,7 

«<>9,i 

1 10,2 87. 0,00 

111,9 *^^- °»*^^ 



3. 5,00 
12, 0,00 
22. 0,00 



Fig. 7. 
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La coui'bo {fig, 7), conslruite avec les temperatures comme abscisses 
el les (Inrees de solidification comme ordonnees, a evidemmcnt pour 
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asymptotes Taxe des icmperatures et rordonnee dc la temperature de 
fusion. Elle change, du resle, lorsqu'on donne a T, t ct t d'aulres va- 
leurs. 

2^ Influence de la diircez du sejour dans le bain initial. — Si Ton 
eflTeclue une serie d'experiences, lelles que T, / et t' aient des vaieurs 
eonstanles etque Ton fasse varier seulementia duree t du sejour dans 
le bain initial, on trouve que le temps employe par ies cristaux pour 
s'allonger d'une meme quaniitc eprouve lui-meme des variations qui 
pcuvent etrc tres considerables. 

Voici quelques groupes d'experiences comparatives qui donneront 
une idee de riofluence qu'exercc Taction prolongee de la chaleur : 

Dories. 

m 

i** PourT = I29%5, T= 5™, / = ioo%5, t'= S*^ 1.16* 

Id. T = 35'", Id. Id i3.i5 

2* PourT = I29",t;, T= 5", / = ioo%6, t'=i5™ 1.8 

Id. T=:89"*, Id. Id 40.0 

3« Pout T = i29%5, t = 5"», / = ioo%2*» t' = i5™ i .3 

Id. T = i5{™, W. Id 76.0 

L'influenee de ia duree d^echaufTement se fait scntir d*autant plus 
que Texperience est plus longtemps prolongee, ear, tandis que dans la 
premier groupe d'experiences la duree de la solidification est G,5 fois 
plus grande pour un sejoui^ 7 fois plus long, elle devient, dans la 
deuxieme serie, 35,3 fois plus grande si le sejour est 17,8 fois plus 
long, et dans la troisieme serie elle devient 72 fois plus grande pour 
un sejour 3i fois plus long. 

L*influence de Taction de la chaleur a temperature constante est ici 
plus prononcee encore que dans le casdes prismes; mais Ies effetsque 
Ton observe s*afraiblissent assez vite : voici, par exemple, le detail 
d'une experience dans laquelle on a mesure la duree de Tallonge- 
ment des octaedres de 5*"°* en 5""*" : 



m m 



1° Apres i5 38 

2* » 53 24 

3"* » 77 18 

4° u 95 18 

5* » ii3 18 

6* » i3i i5 

140 i5 



.0 



» 



8* » 161 i3 



/• 



I 
\ 
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et, rexperience ^lant continuee encore pendant 2 heurest on Irouve 
toujours i3 minutes pour duree d'un aliongement de 5"™. On voit 
ainsi que le cliangement produit par Taciion prolongee de la chaleur 
diininue graduellement, niais que la duree de l*allongemenl a une 
valeur qui est encore ^5 fois plus grande que 3i%5, vaieur observee 
avec le soufre qui n*a ete chaufTe que 5 minutes. 

3"* Influence de la duree du sejour dans le bain de sur/usion . — La 
duree du sejour dans le bain de surfusion a aussi une influence sur la 
vitesse de solidification, mais Teffet est incomparablement plus faible 
que dans le cas precedent. Aussi, dans deux experiences comparatives 
(aites simuUaneinent, dans lesquelles on avait 1 = 129°, 5, t = 5™, 
/ = 1 00**, 6, on a trouve i"8* dans le cas ou le sejour dans le bain de 
surfusion etail de iS minutes et i'"32*, c'est-a-dire environ 7 en plus, 
lorsque le sejour avait ete prolonge pendant 55 minutes. 

/|° Influence de la temperature T a laquelle le soufre a ete porte d'a- 
bold. — Des modifications de meme ordre que celles que Ton observe 
a temperature constante sous Tinfluence prolongee de la cbaleur se 
produisent lorsqu'on eleve la temperature initiale a laquelle on porte 
le soufre. Voici les valeurs obtenues en chaufTant le soufre 5 minutes 
a chaque temperature et le laissant sejourner i5 minutes dans un bain 
a 100*', 7 avant d'y semer des octaedres : 

Duree* 
Temperalorf* de I'allunKement 

do bain des octaMret 

de fusion. pourio""*. 

o m s 

129,^ I . II 

1 39 ,0 a . 3o 

14a, 5 3.1 3 

i56, 5 II .36 

i63,o a3.47 

169,0 77.51 

173,0 91.35 

188,0 274.00 

2:xi ,0 118.00 

254 ,0 5o.oo 

35o,o 29.25 

440,0 15.45 

On voit, a Tinspection de cesnombres ou de la courbe [Jig. 8), qui 
a les temperatures pour abscisses et les durees comme ordonnees, que 
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le soufre qui a 6(e chauffe dans ie voisinage de 170^ eprouve udc mo- 
dification qui persiste quand on le fait sejourner dans le bain de sur- 
fusion et qui parait etre la plus accusec entre 170^ et 190^, el il est un 
fait digne de remarque, c'esl que, si la temperature a ete portee au- 
dessus de ces limites, bien que le liquide repasse par celie temperature 
qui correspond a un maximum de la duree d*accroi$sement, lorsqu*on 
le ramene dans le bain de surfusion, il cristallise aussi rapidementque 
si on Tavait chauffe a une temperature notablement inferieure a 170^. 

Fig. 8. 




A. 



3I>() 



iOO itO 



Du reste, il faut faire ici une remarque analogue a celie que j'ai pre- 
sentee a Toccasion des effets de la chaleur a temperature constante. La 
vitesse de Tallongement des octaedres n*est pas uniforme, elle aug- 
mentegraduellement avec le temps, et Ton pent juger de la grandeur 
des variations par Texperience suivante, dans laquelle on a note les 
durees d*accroissement pour 5"™ dans un lube qui avail ele chauffe 
5 minutes a 210^9 puis laisse dans un bain a 100^,8 pendant 3o mi- 
nutes lorsqu'on a seme des oclaedres. On a Irouve successivement : 
87, 65, 47» 36, Sa, 29, 16, i4» i3 minutes. 

5° Injluence des operations anterieures effectuees, le soufre etant octae- 
drique. — Les experiences precedentes ont eterealisees toutessurdu 
soufre octaedrique qui n'avait pas encore ete iiquefie ; considerons ce 
qui arrive si le soufre sur lequel on opere a ele deja fondu et solidifie. 
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Soil d*abord du soufre qui a eprouve la fusion une fois et dans lequel 
on fait naitre des oclaedres. Supposons qu'on recommence Texpc- 
perience dans les memes conditions et que de nouveau I'on y produise 
des octaedres en repetant Texperience un certain nombre de fois. Si 
!e soufre a ele cliauffe 5 minutes a i2cff5 et refroidi 8 minutes 
a ioo*\5, on Irouve : 



m s 



S 



Premiere operation i . 9 

Ikjuxieme » 1 . 33 

Troisiemo » : 2. ^ 

Quatrieme » 2.19 

(linquiemc « 2.10 

Sixiome » 2.10 

Septieme » 2 . 2:5 

L'examen de ces nombres fait voir que la duree de ia solidificalion 
augmente dans les premieres operations, de nianiere a devenir a peu 
pres double de la valeur initiate : c'est Tindice d'une modification qui 
rend le soufre moins apte a donner des octaedres. Mais, a partir de (roii^ 
operations, reffet produit no s*accentue pasdavantage : la duree de la 
solidification resle sensiblement constanle. Les octaedres sont, pour 
toutes les operations sui vantes, egalement aptes a donner des octaedres, 
landisque, danslecas de la solidification desprismes, nous avons con- 
state que les fusions et solidifications successives avaient pour effet de 
rendre plus lente la production des prismes. 

6*^ Influence des operations anterieureSy le soufre etant prismatique. — 
Prenons maintenant un tube en U dans lequel, par plusieurs cristalli- 
salions en octaedres, le soufre a ete amene a Tetat de stabilite que ca- 
racterise une vitesse constante de solidification; transformons le soufre 
de Tune des branches en prismes pendant que nous produisons des 
octaedres dans I'autre. Chauffons alors le soufre 5 minutes a 129'', 5 et 
portons-le dans le bain de surfusion a 100^, 5 el, apres 8 minutes, me- 
surons la duree d*accroissement des octaedres dans les deux branches; 
repetons trois fois cette experience, nous trouvons : 

Branelie Branrhr 

qui a toujouri ou Ion a fait nailrr 

cuntenu une foU 

d^B oi'taedreK. de$ prisDifn. 



m & m !i 



Premiere operation 2.20 7.20 

Deuxieme »> 2 . 20 2.40 

Troisiemc « 2 . 1 3 2 . 20 
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On voil, d'apres cela, que le soufre qui a ete prismatique anlerieure- 
mentdonne bien moins rapidement des octaedres que s'il n'avait pas 
cesse d'etre octaedrique etqu'il faut plusieurs fusions et solidifications 
successives en octaedres pour le ramener a I'etat stable dont nous 
avons constate Texistence. 

Voici un autre exemple du nneme pbenomene observe dans un tube 
ayant servi plusieurs fois et pour lequel on avail : 



I»urec». 

Ill B 

Premiere operation : Octaedres a . 34 

Deuxi^me » Prismes 

Troislemo » OctaMres 4 • ^ i 

Quatri^me » m 2 . > > 

Cinquieme » » 2 . 7.0 



On reconnait, du reste, que TefTet dont il s'agil est encore plus pro- 
nonce si le soufre subit plusieurs solidifications en prismes avant d*elre 
ramene a la forme octaedrique. Les prismes jouent done, par rapport 
aux octaedres, un role inverse de celui que jouent ces derniers vis- 
a-vis des prismes dont la production est beaucoup plus rapide dans un 
liquide provenant de la fusion des octaedres. 

7^ Influence du temps dcoule entre , plusieurs series d' operations , — 
Au lieu de prendre comme point de depart, pour fa production des 
octaedres, du soufre qui n'a pas encore ete fondu, si Ton se sert de 
soufre ayant eprouve un certain nombre de fusions et solidifications 
successives, ou ayant ete longtemps abaisse a la temperature ordinaire, 
on trouve une valeur constante pour duree de la solidification. Ainsi, 
avec du soufre qui, dans toutes les experiences, a ete cbaufPe pendant 
5 minutes a 129'', 5, puis immerge dansun bain a 100^,1, oiiilestreste 
pendant 8 minutes avant le semis d'un octaedre, on a observe pour un 
accroissement de 10°"" : 

01 s 

Premiere operation 2 . 36 

Deux jours apres 2 . 34 
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Deux jours plus tard, la temp6raluro ambianto 6Unt loo**, 5 : 



lHir^«. 
m 8 



Premiere op6ration 2.3i 

Deuxieme » 2 . 3o 

Troisieine » a . 3o 

Qualricme « 2 . 24 

Cinquieme » 2 . 82 

Sixi^me » 2 . 29 

Seplieme » 2.32 

On arrive done rapidemenl par la solidifiealion en oclaedres a un 
etat invariable que Ton n'obtient pas par la crislallisalion en prismes. 

Ces did'erences que presentenl les deux formes eristallines sonl 
d'aulant plus remarquables qu'elles se manifeslent a des temperatures 
oil la figure d'equilibre stable du soufre est la forme prismalique, 
comme je le demontrerai ultcrieuremenl, tandis que la forme oclae- 
drique est instable. 

Nous avons vu aussi que le soufre octaedrique arrive rapidement a 
un etat permanent, tandis que ce n'est que plusieurs jours apres la 
derniere solidification que le soufre prismatique revient a un etat de 
stabilite analogue. Ce fait peul s'inlerpreter facilement si Ton remarque 
que le soufre prismatique se devitrifie dans cet intervalle de temps et 
se transforme en elements octaedriques. 

Ces divers resultats des experiences sur la solidification du soufre, 
soit prismatique, suit octaedrique, sont bien plus complexes que ceux 
que j'ai obtenus avec le pbospbore dont la duree de solidification est 
independanle de la temperature a laquellc on a chauffe, du temps pen- 
dant lequel on a maintenu le corps a cetle temperature et de la duree 
du sejour dans le bain de surfusion. Cependant, aux temperatures ele- 
vees, le phosphore eprouve une transformation tres sensible en pbos- 
pbore rouge, de meme que le soufre eprouve des modifications isome- 
riques. Mais cetle constance que j'ai observee dans la duree de la 
solidification du phosphore tient evidemment a ce que le phosphore 
rouge est insoluble dans le phosphore ordinaire fondu : il doit done se 
comporter comme un corps inerte. Dans le cas du soufre, il n'en est 
plus ainsi : ce corps eprouve sous Tinfluence de la chaleur des trans- 
formations isomeriques qui restent unies au soufre non transforme et, 
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lant qn'ellospersisferU, le liqritdR qlM Prt t'f^iiHe'tiTe^ ^ilils idpntiqne !Ui 
strnfre (jwe I'on'B' liqaefifi aujt pltis I»6*isrt li"rftpPra(ures. L'etiide citf- 
rallongcmeiit (les urislaiix pfisidalifinfs. ociapiIriqueS pI des crisiaiit' 
doiit je vais prtrler met oil i-cliof les rli^rifienienls survenus dans lie* 
liquide mixle el en parlicuiier cpux qiip I'on ilolermine en cIlaurTarit' 
le soufrc vers 170", temperature ii liKjuelle se produit, selon le8oxpfe«' 
riencos dc M. Betlhelot, la i|tiatilil6'nluxtiTl9'dil Soutre it»olub)(^-d'*Dk 
le sulfure de catbone. " ir>'..iii-M<] ■.- .1 ■■ppfif.i -,1111^ "in.)! nj 



III. — Dur^e de rallongement des cnstaux appartenant 
k one nouvelle forme du soufre. 



IjHs €xperionees'prec6(ientes moiilrpiii que la dufce de I'accrois'- 
semenl diis prismes e( des octaedres depend des inf!mes viiridiileSi fflais' 
de inanieres souTcnt diHerenles. Griiee a I'oinploi de luiies en U, 11 rti'al j 
etc facile de t'aire dc9 determinallons simiillanees sur In produolioni I 
des prismes dans unc hranclie et des fnilaedres dans I'aiilre, les eircon-' 
slances exlerieures elant ainsi ri^'ouitMisemenl identiqucs. En compa-"! 
rant les noniltres obtenns dans les divers i'Sb que j'ai consid^res prcc6^ I 
demment, on Irouvc que la duree de la sotidifu^allon des octaedres esl,' 
en valour absolue, beaucoup plus longue qno cnlle des prismes; rtle est 
souvonl snperieure a 100 fois el descend, seulemenl dans des eas parti- 
culiers. a 25 fois celle qnanlit^. 

En determinant la fiolidification du soufre dans des conditions spe- 
ciales, j'ai reconnu la production de crislaux dont la vilesse d'allon- 
genient est difTerente de celles que presentent, tontes cboses ^g^ales 
d'aiUeurs, les prismes et les octaedres. Celle cireonstance allira mon 
attention el t'etude de leur allongement mo montra que, dans tous les 
cas, la duree de leur solidification, quelle que fill sa valour absolue, 
elait loujours inlermediaire enire celles que presoutcnt les prismes cl 
les octaiidres : il y avail lieu de rectierclier si j'etais en possefision d'une 
nouveile variety crislallisee du soufre. Or, si I'on sunge a la mnltiplicile 

9 circonstances qui, eonnne je I'ai etabii preeedemment, font passer 
la duree do la soliditication de chaeune des deux varietes connues du 
soufre par des valeurs variant ilans des limites extrememenl etenducs, 
de I a 75, par exemple, dans le cas des octaedres, la mesure de celle 
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duree, pour les cristaux qui nie semblaient nouvoaux, devait etrecon- 
sideree comme no fournissant qu'un caraclere distinctif d'lin^ valeur 
tres djsculable, Pour metlre hors de doule rindividualite de cos cris- 
Uux» j'ai eu recoup^ a un artifice qui alimin^ TincertUude provenant 
de Tinfluence de3 conditions exterieures; ii consiste a faire naitre 
sip^iultanement dans diverses regions d*un meme tube ies trois varietes 
cristallines et a en suivre Taccroisseinent. 

La forme sous laquelle se presentent les nouveaux cristaux facilite 
du reste Texperience : ce sont, en cffet, de longues baguettes prisma- 
tiqnes d'un eclat un peu chatoyant qui, au lieu de croitre de quanlites 
peu differenles suivant les Irois dimensions, comme les octaedres et les 
prismes ordinaires, se developpent beaucoup plus vite dans le sens de 
la longueur que dans le sens transversal ; il en resulte que, meme dahs 
les tubes dont le diametre n'atteint pas r)"""^, un cristal s'allonge a 
parlir du point ou il a pris naissance, etil peut avoir une longueur de 
plusieurs centimetres avant que, par raccroissement de ses dimensions 
transversales, il rcmplisse le tube; il en resulte que sa presence 
n'empeche pas qu'il y ait communication enlre les deux branclies au 
moyea d'une colonne liquide. Cela pose, voici comment on peixi/aire 
naitre ces cristaux et en mesurer i'allongement : dans une dcs branches 
d*un tube en U gradue*et contenant du soufre surfondu, on seme un 
octaedre qui pousse tres lentement a la surface du liquide en obstruant 
le tube par ce cote, el i*on en suit rallongement; dansTautre branche 
du tube,. on a introduit, au moment de. la fusion, un fil de verre ou 
de platine dont un hoxM descend jusqu'au fond du tube et I'autre 
depasse a Texterieur. A Taide de ce fil on produit }xn leger froUe^ 
meat (*) sur le fond du tube, el il nait aux points frottes les cristaux 
nacres donl on mesure rallongemenlqui est plus rapideque celui des 
octaedres. Entin, en introduisant a la surface du liquide dans la m^me 
branche du tube un cristal prismatique ordinaire, on provoque la for- 
mation des prismes qui est tres rapide : apres avoir envahi la region 
liquide, ces prismes solidifient tres vite le liquide qui baigne les 
baguettes nacrees, et la cristallisation s*etead dans I'autre branche oil 



(*) Un froUement irop ^nergiqiie aiirail pour etFel, si la tenipdrature ambianle 6tait infc- 
rieure a loo*", do provoqucr la formation de cristaux pri;>matiqu6s ordinaires. 
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les oclaedrps cyntinuaicnt a s'alloni^er leiitement, et Ton mesuro. Ic 
mouvemenl de progression des prismes dans le liquide. On obtient 
ainsi dircctement les dur^es d'allongeinent des troia especes de cpis- 
1)111 X. 

Les cristaux nacres peuvenl encore etre obtenus par aa/aible re/roi- 
dissemint loca\ produitea un point du lube coolenanl le souiVe preala- 
blemenl chaufTe a one lemperalure assez elevee au-dessus du point dc 
fusion et que Ton a laisse en surfusion a une temperature voisine de 
100". Semes dans le liquide, lis donnent exttusivement des cristaux 
qui leur ressemblenl : du reste, ils se devitrifient quand on les refroidil 
a la lemperalure ordinaire; on pent les briser au sein du liquide sur- 
fondusansen cliangerla forme; mais, si dans celte operation on froltail 
en meme temps un pen vivement les parois du lube baignees par le 
soufre liquide, on pourrait faire naitre des prismes ordinaires qui soli- 
difieraient tres vitc tout le liquiile. 

J'ai soumis ces cristaux a une etude analogue k celle que j'avais rea- 
iisee sur les deux aulres vaneles, el voici quels en ont ele les resullats : 

1" Influence de la lemperalure t du bain de surfusion. — Si Ton pro- 
voque la formation tie ces cristaux dans des bains de surfusion. a des 
lemperatures dilTerentes, on trouve que la duree de la solidification 
tres faible, lorsque la lemperalure ambianle est tres basse, devient de 
plus en plus longuc a mesiiie (]u'on se rapproclie davanlage de ta tem- 
perature de fusion du soufre. 

Voici, par exemplo.quelques determinations effeelu^es sur du soufre 
mainlenu pendant i''45'° ilans des bains a temperatures conslanles : 
on a elfectue sur le meme lube et simultanemenl les irois mesures de 
rallongemenl des octaedres, des baguettes nacrees el des prismes ordi- 
naires, ct I'on a obtcnu . 



83, a 1,^7 iB,85 5,6 

"!■" BS,4 l^r.'.'JiU.i i. .»..:& ■ aa.oo 6,5 

'II' •■M' ' "">•*' -'r^lVIV^ 'Pil.S -.,!,;■ '-'"."O 7w5 

"On voit, a Tinspeclitlb "de ce^ ribnibVftk, que la durcc de Tallonge- 
meot des crislaux nacres augmenle, de meme que pour les autres 
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formes cristalllnes, a mesure que Ton se rapproche de la temperature 
de fusion du soufre. II y a du reste toujours de grandes differences, 
loutes chosesetani egales d'ailleurs, entre les durees d'accroissement 
de ces divers genres de cristaux, comjne on en peut juger sur \^fig. 9. 
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2"* Influence de la duree t du sejour dans le bain de fusion. — La du- 
ree de Tallongement depend du temps pendant lequel on n fait sejourner 
le soufre dans le hain de fusion; mais les effets observes diminuent de 
grandeur a mesure que Ton observe cetallongementplus tard. End*au- 
tres termes, ici encore on constate que la modification qui a demande 
un certain temps pour se produire s'affaiblit avec le temps. 

3® Influence de la duree t' du sejour dans le bain de surfusion. — La 
duree de Tallongement depend aussi de la duree du sejour dans le bain 
de surfusion, mais de quantites bien moindres que cellesqu'on observe 
dans les cas precedents. Elles sont meme presque insensibles dans un 
certain nombre de cas oil la duree de Tallongement des octaedres dimi- 
nue beaucoup. 
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4^ Influence de la temperature T a laquelle on a chauffe le soufre. — 
L'influence de la temperature a laquelle on a chaufTe le soufre sur la 
(luree de rallongemenl des baguettes nacrees montre aussi qu'elles se 
comporteiU d'une maniere analogue a celle que nous avons constatee 
dans le cas des prismes e( des octaedres : la duree de la solidification 
augmente tres rapidement si le soufre a ete cliaufle entre i85® et 200® 
et diminue si la temperature a ete moins clevee. Voici une courbe 
[fig. 10) resumant une colonne d'un Tableau qui comprend une serie 



Fig. 10. 
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d'observations simultan^es, la duree d'immersion dans le bain de 
fusion ayant ete de 5 minutes, la temperature du bain de surfusion de 
100*^,7 et le lemps ecoule jusqu'au commencement de rexperience 
i5 minutes : 

Tempirttare Dureos d'tllongemeoi pour fo#— . 

dulMla ^^ —I _ 

de fa»lon. Octaedres. Baguettes nacrees. Prliiines. 

o m s m 8 m 8 

166,0 3o.3o 1.20 17. o 

i85,o 200. o II. o i5.86 

198,0 188. o i3. o i5.5o 

222,0 118.34 6. o i4*7^ 

258, o 5o. o 6.20 i^<92 

288,5 31.49 1*^9 i3* o 

5® Influence des operations anterieures subies par le soufre. — Crs 
resultatsont ete oblenus avec du soufre n'ayant pas encore ete fondu. 
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Les nombrcs quo Ton oblient avec du soiiTrc ay;inl dpja iiprouve la fu- 
sion ilifferenl suivanl (ju'on a anierieiiremenl Iraiisroime le soufre en 
octaeilres ou en prisnies et suivanl Ic nombre (i'op^ralioQs efTeeluees. 
Vuici, par cxcinple, K's resultals Je deux operations Buccessives pealU< 
sees dans ie meme tube, cbaufTe i5 minutusa aSu" et laisse 3''iq°^ 
dans Ie baiu de surFusion a 100°, 8 : 



Premiere operation . . 
DeuxitMOO " 



On veil ainsi que, landis que les odaedres se [iroduisent plus rapi- 
dement dans un milieu anlerieittement oclaedrique, les prisines et les 
cristaux nacres se developpenl moins Tacilement dans uu milieu ajant 
eu cette nieme forme. 

G" Influence du temps ecoule cnlre plusieiirs series d' experiences. — Si 
Ton Bouinet a ['experience des tubes ayant aiit^rieuremenl subi une ou 
plusieurs opuralions, niais qui nnt ele dans rintervalle abandonnes 
pendant plusieurs jours a la temperature ordinaire, on trouve qu'ils 
se (^omportent sensiblement de la menie miinii^re ; on retionuait, de 
plus, que, s'ils ont ete cbautles meme it des temperatures trijs diverges 
superieures a 160° jusqu'au dela de 270", et que Ton ne provoque la 
formation des crislaux <jue l\ heures au moins apres leur immersion dans 
un hain de surfuston voisin de 100°, la durec de Taccroissement des 
crislaux de cliaque e>~>pecc est pen dilTercnlG. Dans Ie ciis oil la tempe- 
rature du bain de surfusion est de 100", 8, la duree de rallongeinent 
lies oclaijdres eat comprise enlre 17 et 22 minutes, celle des crislaux 
nacres varie de 48 a 70 secondes et celle des prismes dififere peu de 
^secondes. CesresulLntsindiquentbien: ■"que les divers crislaux sol ides 
reviennentlentcmenta un etal stable, lorsqu'on les maintienta la tem- 
perature ordinaiie; 2" que les variations produilessousrinllueiice de la 
cbaleur et don t nous avons suivi la trace s'alTaiblissentpour tendre aussi 
vers un elat d'equilibre stable. Ce sont des consequences auxquelles 
nousavons ete conduits par I'etude des trois varietesde soufre crista llise. 

7" Mode parliculitr d'allongement des baguettes nacrees. — II me 
reste a signaler une parlicularile curieuse que Ton observe fucilemeni 



dans les tubes oh I'on fiiil naitre Icscrislaux nacres ('). Je rappellerat 
d'^bord que les vitesses desolidificalioh des diverses varletes de soufre 
sont independanti*s du dlamfetre des lubtfs qui les 66ntie'nnent lorsque 
ces-tubes sont (p^s elroits, coniilie ceux sur lesquols j'ai exp6rimente. 
Or, si Ton fait naiire des baguettes nacfees par fVollement, refroiHiase- 
iiient I'apide, etc., datis une des branebcs d'uu tube coude, on peut en 
siiivre I'allongement dans cette branche sur une longueur de o"'.o4 & 
o",o5 sans (jue le tube soil obsirue, les cristaiix grossissant li-fes lente- 
nient dans le sens transversal. Vient-on alors It toucher avec un prisine 
ordinaire le soufre surfondll qui lesbaigne, on y Tail naiti'c des prismes 
qui envalrissenl avec une trfes grande lapidile la r^giou parliollemenl 
occupee par les cristaux nacrfs, puis arrivenl a I'autie brancbe, oti ils 
eontinueni, mals bien plus lenlenienl, ^ solidifitT la region qiii etail 
encore tout entr&re tiquide. En niesuraiit raltongeinenl de ces metnes 
pnsmes dans les deux regions du liquide, on trouve que, si cctte diirdb 
varie de 5 a aS secondes pour un allongement de 10°" dans li; lii]uide 
libre, il n'est que d'environ i seuonde dans la region partiellement oc- 
rupec par les crlslaux nacres. J'ai fait un grand nombre de niesures sur 
des lubes soumis aux conditions les plus varices et danS lesqnels j'iii 
produit shnultanement des ortafedres. des crisLaux nacres et aussi des 
prismes dont j'ai suivi la formation dans les deux regions, celle oil le 
liquide occupait loute la largeurdu lube et celle oil il baignait Ii'.s ba- 
goeltes nacrees. La temperature ambiante etantvoisine de 100" el la 
mcsure effecluee quelques hettres apres I'immersion dans le bain de sUr- 
fusion, la duree de rallongemeni dans ces conditions etail d'environ 
7 secondps pour 10"""; dans la region oil le liquide etail libre, elle elait 
toujours nn peu inferieurea 1 seconde dans la region oil les ei-isfaux 
nacres s'6taient devoloppes. 
Je fbtai d'abord retnarquer que la vltesse de suliditicationest'lnd^- 



(I) II n'esL pas sanB mtdr^l de fairo romarqucr qu'on peuL ol)le)iir Irts facileinent ces 
crifiUiux nacrfs par voie de dissolulioii : il suffit pour ccla de faire, dans un tubL< scello, uno 
solution surjmtiir^e h ebniui fattsrMttndeiOufre, dans le Suiftii'e decai'tione, la beJHiiiie, li> 
iolueoB, I'slcuul, aLc, puia d'inlroduira X-exlr^niil^ dti lube sculemenL dens ud m6lBQge t6- 
frigeraul, par exciriplo Jana do I'c^u, frpidc oil I'oD jeLLe quolquus crisUjiut. d'^uotale d'ain- 
mojiiaque ; de Ionics reuiUcls nacres preimonl iiaigsanui pen ii peu daus le rusLo du Jiqui^e 
encore ctisnd. 
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pendanle du diametre du tube lorsqu'il n'est pas superieur a 2} 
comme c'esl le cas dans ces experiences; on ne peut done attribuer la 
difference des deux vitesses de solidification des prismes au fait que 
le liquide qui haigne les cristaux se trouve comme dans un tube plus * 
etroit. De plus, le mode de developpcment des cristaux nacres est ties 
different de celui que presentent Ics deux autres formes; ainsi, tandis 
que les octaedres ou los prismes semes dans le liquide surfondu gros- 
sissentaux depens du liquide ambiant, qu*ils transforment totalemeni, 
suivant la forme du germe, en octaedres ou en prismes, les baguettes 
nacreess'allongent dans le liquide ambiant comme le feraient des cris- 
taux dans un liquide peu sursature. Pour interpreter tous ces resultats, 
sans s'ecarter de la reserve qu'il convient de garder lorsqu'il s'agit do 
se prononcer sur la constitution d'un liquide, admettons, comme point 
de depart, que Taction de la chalcur sur le soufre ait pour effet den 
produire la transformation pariielleeti une variete allotropique soluble 
dans le liquide non modifie : a Tappui de cette maniere de voir nous 
pouvons, en effet, remarquer que le liquide reste limpide et que les 
changements qu'il eprouve ne sont jamais complets, puisque, comme 
je Tai demontre precedemment, ils dependent de la temperature et de 
la duree pendant laquelle elle a ete maintenue. Faisons, de plus, Thy- 
pothese que les baguettes nacrees representent la forme cristalline de 
la partie modifiee du soufre et considerons un cristal nacre introduit 
dans le liquide mixte qui resulte de Taclion de la cbaleur; il sodeve- 
lopperait aux depens du soufre transfornie et le liquide ambiant serait, 
au bout de peu de temps, presque entierement compose par la partie 
de soufre non moditlee. 

Si cette maniere de voir est exacte, ce liquide doit presenter les ca- 
racteres du soufre chauffe peu de temps et a une temperature peu ele- 
vee. Or j'ai montre que, dans ces conditions, la duree dela solidification 
du soufre prismatique est tres pelite et, de plus, sensiblement con- 
stante, puisqu'il s*agit de soufre non modifie. Ce sont bien la les' re- 
sultats de I'experience, car, tandis que les durees de la solidification, 
observees dans un bain de surfusion toujours a la meme temperature, 
varient beaucoup avec les conditions de Texperience, lorsqu'on mesure 
Taccroissement des cristaux dans la branche du tube qui contient le 
liquide mixte, on trouvera, au contraire, dans I'aulre branche, oil le 
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liquide baigoe les cristaux nacres, que ia duree de la solidification des 
prismes a une valeur Ires sensiblement constante dans les diverses ex- 
periences, et cette valeur est un peu inferieure a une seconde pour 1 o™"* 
quand la temperature ambiante est tres peu differente de 100**. Cette 
explication se trouvo aussi corroboree par ce fait que la production des 
baguettes nacrees n'est facile que si le soufre a ete cbaufle au dela de 
l6o^ c*est-a-dire aux temperatures les plus favorables a la transforma- 
tion qu*eprouve le soufre fondu. 

Risumi. 

Pourr^sumer Telude complexe dont je viens de presenter les prin- 
cipales particularitcs, je ferai remarquer que la mesure de la vitesse 
de solidification des corps surfondus constilue un moyen dlnvestiga- 
lion nouveau qui, applique au soufre, permet de mettre en evidence 
des faitsinattendus, tels que : i^ modificalions produiles a temperature 
constante sous rinfluence de la chaleur; 2® effet plus prononce de la 
cbaleur a une temperature inferieure a une autre, bien que le corps qui 
a ete porte a cette derniere temperature repasse parl'aulre temperature 
en se refroidissant; 3"" changement produit par une simple fusion ne 
disparaissant pas meme apres un temps considerable, etc. 

La mesure de cette vitesse de solidification se prete a la determina- 
tion de la marchedeces transformations dans des circonslances diverses 
et elle m*a conduit a mettre en evidence une vari6tc cristalline de 
soufre qui avait jusqu'ici echappe aux rechercbes dirigees suivant les 
autres precedes. Ces resultats m'excuseront peut-etre prfes du lecteur de 
Tavoir retenu si longlemps sur les particularitcs nombreuses de cette 
etude. 
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POUVOIR REFROIDISSANT DES GAZ, 

Par M. Cn. RIVIERE, 

PROFESSEUR DE PHYSIQUE AU LYCEE SAINT-LOUIS. 



INTRODUCTION. 

Un corps chaud, plonge dans une atmosphere limitee par une 
enceinte froidd, perd de la chaleur. Les m6thodes experimentales 
qii*on pent employer pour ^valuer cetle perte sont de deux sortes : 

Ou bien Ic corps, abandoHne i Iui-m6me, se refroidit, et, de la 
Vitesse de son refroidissement, on deduit la quantite de cUaleur qu'il 
perd a chaque instant; les conditions concernant renceinte, le milieu 
ambiant et la surface du corps etant d^terminees, la chaleur specifique 
de ce dernier etant connue, Texperience consiste seulement dans Fob- 
servation, a des intervalles de temps aussi rapproches que possible^ 
de la temperature du corps; 

Ou bien on maintient le corps a une temperature constante, et Tob- 
servateur doit alors determiner, dans chaque experience : i** cette 
temperature; 2® la quantite de chaleur que perd le corps ou qu'on est 
oblige de lui fournir pour le maintenir dans son etai stationnaire. 

II n'esl pas evident que ces deux sortes de methodes doivent toujours 
conduire au meme resullat, c'est-a-dire donner, pour une meme tem- 
perature du corps et toutes choses etant egales d'ailleurs, une meme 
quantite de chaleur perdue dans un meme intervalle de temps tres 
petit. Le milieu ambiant, en effet, prend, sous I'influence du corps 
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cliaud, iin certain cint de lem}>L>r;Uure qui est viiriiihle iluits la jire- 
miwre methoile, slalioimaiie dans la secomk; I'elal slalioiinaiic exi- 
geanl nflcessairemeiil iin certain temps pour s'elablir, la ilislribution 
des lempcratuies du milieu amhi.itit ne sera jamais, pour une meme 
temperature du corps, la meme dans Igs denx cas, et sera loujours, 
dans le premici*, cii retard sur ce qu'elle sorait dans le second : or, on 
ne saurait iiier que cetle dislribiition ait une inlluence sur le refroidts- 
semen I. 

Dans la sccondc melliode, les conditions sont done uiieux definies 
que dans la premiere. Si toulefois le rc^froidissemenl observe est tres 
lent, la difTcrence qui vient d'6lre signalee devra eire insignillante, et 
la Vitesse du refroidissement a une temperature delerminee pourra, 
sans erreur sensible, servir de mcsure a la quantile de cbaleur qui 
scrait perdue, a la meme temperature, dans un elal staliouuaiie. 

Cetle vilesse du refroidissement a d'abord ele consideree comme 
proportionnelle a I'exces de la temperature du corps sur la tempera- 
ture de reuceinle : c'esl la la loi de Newlon, ou loi de Richmann; elle 
a servi de base aux travaux de Leslie. On I'applique encore pour faii'e 
les corrections des experiences calorimetriques, car elle se verifie pour 
des exces de temperature irfes peiils. 

Des ly^Oj Marline avail prouve son inexactitude poui' des tempera- 
lures clevees. D'aulres observaleurs, Krxleben, Datlon, Delaroclie 
firent des remarqucs analogues; mais, pour trouver une etude detaiUee 
du pbenomencv 11 faul arriver jusqu'au travail clas:si(iue dc Duloog et 
Petit ('). 

La cbaleur perdue par un corps expose au refroidissement doit elre 
decomposee en cftaleur rayonnee el chaleur cnlevee au contact par I'liir 
omliiant. 

L'etude de ccs deux modes de deperdition conslitue deux problemes 
abfiolument distinets, mais ccpendant presquc luujours lies au point 
de vue experimental. 

Dulong et Petit, les premiers, analysent le pbenoniene el doonent 
une formule pour le rayonnemeiil et une autre pour Ic ponvoir refroi- 
dissanl des gaz. 



( ' ) UuuiNG el Petit, AiihuIes de Chimie it tie Phyiique, %' sht'w. t. VII, 
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lis operent en observant le refroidissement d'un thermometre de 
^cm ji (Jem jg diamelre place au milieu d'une enceinte spherique d^ 
3o*^; la temperature la plus elevee du thermometre est environ a5o®, 
celle de Tenceinte 80*^; la pression du gaz varie de 720™°^ a 4^"*^« 
Dans ces couditions, la quantite de chaleur enlevee par le >gaz a la 
pression/7, quand le corps a sur Tenceinte un exces de temperature ^, 
est representee par Texpression 

Pour un corps de dimensions determinees, n ne depend que de la 
nalure du gaz; cen est independant et garde la valeur i,233; b depend 
de la nature du gaz, et, par suite, les pouvoirs refroidissants relatifs 
des differents gaz varient avec la pression, mais varient peu, parce que 
les differentes valeurs de b sont voisines (o,45 pour Tair, o,38 pour 
riiydrogene, 0,517 P^"'* I'^c^^^ carbonique). Sous la pression 760"™, 
ces pouvoirs refroidissants relatifs sont : 

Air * . . . . I 

Hydrog^ne 3,45 

Acide carbonique o ,965 

En 1846, MM. de la Provoslaye et P. Desains (*) soumctlent a une 
revision minutieusele travail de Dulong et Petit. Ces derniers avaient 
fait toutes leurs recherches avec la meme enceinte de 3o*^™ de diametre. 
MM. dela Provostayeet Desains operent taotot avec une sphere de 24*^ 
ou de 1 5*^, tantotavec un cylindre de 6*°* sur 20^°^, et la loi du refroi- 
dissement n'est plus la meme dans ces differentes enceintes. Aux pre»- 
sions elev^es setilement, on la retrouve ioujours telle quo l^avai^nt 
enoncee Dulong et Petit; mais, h partir d*une certaine valeur de la 
pression, le refroidissement s'en montre independant, et cela dans des 
limites qui dependent de Tenceinte (6°*™ el 2"*^, 8 pour la sphere de 
24*^°> 70"*°^ et 1 5""* pour le cylindre). Dans une experience faite avec 
Tacide carbonique, le refroidissement a meme augmente, la pression 
diminuant. 

De r^centes observations de M. Witz (^), effectuees a des pressions 

(^) De LV Provost AYE et P. DhSAiNS, Ann(ilt*sde Chimie et de Physique, 3*s6rie, t. XVI. 
(*) Witz, Comptes rendus des seances de PAcademle des Sciences, t. LXXJUX. 



siiperipiirps a la preSBiffn'afinos|ilieriqne, oiil monfre qup, Hans cetle 
(Jireclion encore, on renconli'ail, vers la pression 1200'"°, une limite 
a \i Ini (le Dulonp et Pelit, tout en reslanl a peu pres dans les mfimes 
coniiitions experimentales que ces pliysiciens. 

M. Crookes ('), tians le conrs de ses recherclies fur les proprietes 
(les gaz tres rarefies, s'est occupe aiissi de leur pouvoir refroidissanl, 
Une bonle de verre renfermanl un petit tliermometre est plonjr^e brus- 
(]uemenl dans I'eau a So"! on observe, non plus le retroldissemenl, 
mais le recliaufTement du corps, comnie I'avaient df-ja fait MM. de la 
Provoslaye et P. Desains dans (]uelques-unes de leurs experiences. Les 
resullnts oblenus par M. Croi)kes montrent que, a des pressions de 
quelques milliemes de millimetre seulenient, I'atr possede encore un 
pouvoir refroidissant considerable. 

En 187a, MM. Jamin ct Richard (') publii;rent les resultats d'un 
travail dans leque! il est fail usage d'une melbode toute dill'erenle des 
precedentes. Le corps soumis a Texperience est un fil de platlne plac6 
au milieu d'un grand ballon de verre, cchauffe par un courant elec- 
trique et observe dans son etat stationnaire. Le gaz renferme dans le 
ballon prend, sous I'inlluence de cet echauffement, un exces de tempe- 
rature qui se traduit par une augmentation de pression. Des expe- 
riences preliminaires permetlenlde dedulre de cetle augmentation de 
pression la quantilc de chaleur que le gaz cede it Tencclnte ou qu'il 
recoit du fil; la temperature dc ce dcrniei" se deduit de sa resistance 
eleclrique. Cette melhode a le grand avanlage d'eliminer la chaleur 
rayoniiee. La pression du gaz a varie, dans ces experiences, de 8i5°" 
a 74"^; I'excesde temperature du fil n'esl pas indique par les auteurs; 
mais, en le supposant proportionnel a raugmeiitation de re.sistance, 
ce qui, pour le platine, ne s'eloigoe pas beaucoup de la verite, on 
relrouvc la I'ormule np*** de Dulong et Petit, dans laquelle les coelR- 
ctcnls n, b, c ont les valeurs suivantes : 



a, 57 
",4i 






(') Crookes, Pnc. Hoy. Sac, I. XXXI; Londres, 1881. 

[') JAifi\eLl)icuAHD, Compici, rendu! des .trailers He I'Acadmn 
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conveclioi). On cherclie a s'cn garanllr en reJuisant la difitance qui 
separe le tliermonittre de I'eiieeinic, el, dans ces nondilions, les obser- 
vateiirs retrouveiit toujours, entre cei'taines limites de prcssion, la 
r.onslance (!u pouvoir refpo'idissRnt des gaz observee par MM. de la 
Provostaye etDesains. Comme la theorle cinelitjue tonduil a un coeffi- 
cient (le coiidurtibilile independant do la prcssion, on conclut gene- 
ralement qu'un refroidissement independant de la pression est du a la 
conductibilite seule. Colte conclusion est, il est vrai, etayee le plus 
soLivent de considerations mecaniques qu'on Irouvcra devcloppces en 
particulier dans les Memoires de BI. Lorentz (') ct deM. Oberbeok (•). 
Mais, pour d'autrcs pbysiciens, la convection cxisle toujours : on 
trouvera, par exeiijple, dans un Menioire de M. Sloney ('). un com- 
nientaire ingenieux des experiences de MM, de ia Provostaye el De- 
sains, dans leiiuel I'aiiteur sufipose Texislence simullaiiee d'unc coii- 
veclion el d'un mode particuliei' de propagation auquel ii donne le 
nom depe'neiration. 

liC but du present travail n'a pas ele de cherclier a decider sur r eltc 
question delicate, en repelant des experiences scmblables a celles de 
tant de pliysiciens eminenls; on a voulu, au contraire, se placer dans 
des conditions loutes differenles, esperant que I'experiencc pourrail 
fournir encore des resuUals de qiielque irileret. et I'aire I'cssai d'unc 
nielbode qui permctlrait d'etudier non seulemcnt le pouvoir refroi- 
dissant dea gaz, mais encore Ic rayonnement des corps solides a de 
hautes lemperalures. 

Cello melbode n'esl pas entierement nouvclle : elle est analogue a 
eelie de MM. Jamin et Ricbard. et n'en differe guerequc par la maniiire 
d'evaluer les quantiles de cltaleup. (^esl, en efl'et, I'observation d'un til 
de plaline ecliauffo par un couranl cleclrique qui permel d'operer dans 
les liiniles les plus etendues de temperature el de pression, et ce sont 
preciseinent ces liiniles qu'on a voulu reculerau dela de celles qui ont 
etc geu^ralemeat gardees jusqu'ici. 



( ' ) Voir BeibUtller; 1B80 et .88a. 
(') Obeiibeck, ff'ied. Ann., I. VII. 

{^) StoKEV, P/iilns. Mng.; 1877. 
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limites de temperature il n'etait plus permis de regarder la resistance 
coinme representee par une forniuie aussi simple, el Ton a donne des 
formules plus complexes. Mais on a trouve aussi que le coefficient a 
n'etait p^is le meme pour les differents melaux, et, pour le meme 
n)etal, les diHerents observateurs ont donne des nombres differents; en 
efTet, la presence des moindres impureles, ou encore la trempe, le re- 
cuit, la traction, changentce coefticient. Parmi les fils de platine du 
commerce que j'ai eus entre les mains, Tun me donnait a = 0,00378, 
un autre a = o,oo3i8. 

Si done on veut, de la resistance d'un fil, deduire sa temperature^il 
faudra avoir etudie prcalablemenl ce fil meme; encore devra-t-on, dans 
le cours des experiences, s'assurer que son coefficient n'a pas change. 

Pour eludier les variations de resistance d'un fil a des temperatures 
aussi elevees que celles que j'avais en vue, on ne pouvait employer, 
pour determiner les temperatures, qu'un thermomctre a air, a reservoir 
de porcelaine. On connait les difficultes rencontrees par tons les phy- 
siciens qui se sont occupesde ce'genre de determinations; il imporlait 
done de reduirc autant que possible le nombre des observations a faire 
avec un thermometi*e de cette nature. Aussi n'ai-je etudie ainsi qu*un 
fil de platine; puis je me suis assure que ce fil pouvait etre de nouveau 
ecbauffeet refroidi sans que son coefficient de resistance changeat, et, 
comme jen'avais, apres cela, qu'a mesurer sa resistance pour avoir sa 
temperature, c'cst lui qui m'a servi desormais de tbermometre pour 
eludier les fils destines aux experiences de refroidissement. 

L'exposition de la methode employee dans ces recherches sur le re- 
froidissement comprend done : 

1° Description du tbermometre a air qui a servi aux mesures di- 
recles de temperature; 

2^ Etude speciale, a I'aide de ce tbermometre, d'un fil de platine 
que j'appellerai fil thermometrique ; 

3** Con)paraison des resistances, a diverses temperatures, du fil ther- 
mometrique et de fils divers; 

4° Mesure de la resistance d'un fil traverse par un courant destine a 
rechauffer; 

5*^ Mesurc de rintensile de ce courant 

C)"* Disposition generale des appareils. 
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Ce thfrmomelre sc compose essrnliellpmont d'un ri'servoir cjlin- 
driqiie, reliP par un tube do cuivre capillaire a vn miinomelre. Le 
mercure, ilans h lipancln; tie cc iiianoiiielre qui communique avcc 




le rt'survoir, poiil oirc riimene a un rt'pcrc tixe. Cost un appai'eil a 
volume constiint, a la ditalalioti pres dcs cnvcloppcs, cl la tenipcruT 
ture se dednit ties variations de prcssion. 

Le reservoir a cH« ciiaulTe plusicurs fois au roufje vif dims iin four 
a tube systeme Perrot av:iiit il'elro iiioole siir I'appareil; la dilalaliou 
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pcrmanenle (signalee par H. Sainle-Claire Deville) qu'eprouve la por- 
celaine neuve quand clle est fortement chauffee a done fait son effet 
avantque le thermomctre ait servi a des mcsures. 

Le reservoir AB {voir \e^ Jig. i et 2) se prolonge par une tigc BC, 
egalement en porcelaine, de i"°* de diametre interieur. Cette tigeest 
inastiquee en C a un tube de cuivre CD ayant a pen pres le meme dia- 
metre, et une longueur d'un peu plus de i"; le masticage C, qui est 
expose a la chaleur du four, est entoure d'un tube de plomb dans le- 
quol circule, pendant Texperience, un courantd'eau froide. 

L'autre exlreniile D du lube de cuivre est mastiquee sur la petite 
branche du manometre. Cette petite brancbe se compose de deux par- 
ties : une partie large FG ayant o"*,o2 de diametre interieur, quelques 
centimetres de bauteur et cntourec d'un manchon rempli d'eau; une 
partio plus etroite H, de o™,8o de longueur environ. Un fil de platine 
tres fin, pris dans le masticage en D, se termine en F (Jig. 3) el sert 
de repere (raffleuremcnt; un autre fil est sonde en G dans la partie 
large. 



Fig. 3. 




La grande brancbe se compose aussi d'une partie large IK, de i"' 
environ de bauteur et d'une partie etroite L; elle est fermee a sa partie 
superieure. 

Les deux brancbes communiquent par leur partie inferieure a Taide 
d'un tube de caoutcbouc epais. Sur le trajet de ce tube se trouvent un 
robinet a irois voies M et un raccord conduisant a un reservoir de 
mercure P. Ce reservoir pent etre eleve ou abaisse rapidement au 



■^, J -. 
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moyen d'un petit trcuil ; pour faire varier plus lenlement le niveau du 
mercure, on enfonce ou I'on retire un pelit plongeurS fixe a une cre- 
maillere. 

Avant de fermer la grande branche, on y a fait le vide. Pour cela, 
on Ta isolee de la petite branche a Taide du robinet M, el on I'a mise 
en relation, par sa partie superieure, avee une trompe a mercure. Le 
reservoir P etant descendu aussi bas que possible, le mercure n*est 
monic d'abord que dans la partie L; on a chauffe a Taide d'un bruleur 
le tube IK, afin d'en cbasser toule humidite, puis on a eleve peu a peu 
le reservoir P, tout en faisant marcher la trompe, jusqu'a ce que le 
mercure fut monte dans la partie I, qu*on a alors fermee a la lampe. 

Avant de retablir la communication enlre les deux branches, on s'est 
servi du robinet a trois voies M pour iaire et maintenir quelque temps 
le vide dans la petite branche et dans le reservoir de porcelaine, afin 
de les bien dessecher; pendant cette operation, le reservoir elait main- 
tenu a une temperature rouge. Puis on a laisse rentrer de Tair sec 
sous une pression calculee d'avance approximativement,'de telle sorte 
que la plus forte pression qu'on dut mesurer dans le cours des expe- 
riences fut a peu pres egale a une atmosphere : vers 1200°, en eflet, 
la porcelaine commence a perdre sa rigidite, et il est bon qu'a ces 
temperatures la pression soit a peu pres la meme a Tinterieur et a Tex- 
terieur de Tappareil. 

En tournant alors le robinet M, on mil les deux branches en com- 
munication, le reservoir P servant a regler le niveau du mercure dans 
la petite. 

La hauteur des niveaux se lit sur un tube de verrc vertical QR, divise 
en demi-millimetres a Taide d'une bonne machine a diviser. A cet 
eff*et, une lunette, mobile autour d'un axe vertical, est installee en 
face et a i" environ des tubes; on pointe dans cette lunette le niveau 
qu'il s'agit de determiner, puis, en la tournant legerement, on amene 
I'echelle QR dans le champ; le fil du reticule se projette alors sur les 
divisions, et, comme on pent, a I'oeil, determiner sa position a ^-^ de 
division pres, on lit la hauteur cherchee avec une approximation de 
~ de millimetre. 

Pour faire affleurer le mercure exactement a I'extremite F du fil de 
platine, on met ce fil en communication avec le pole d'une pile par 
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rintcrmediaire (I'une sonnerie electrique; le iil G communique avec 
Tautre pole. On elevc lentement le reservoir P jusqu'a ce que Ton en- 
tende la sonnerie, et alors on le fixe; mais le niveau dn mercure a ete 
necessairemenleleve un peu Irop haul; on Tabaisse en sortant le plon- 
geur, de telle sorle que la communication electrique soit rompue, puis, 
par un mouvcment Ires lent de la cremaillere, on le releve jusqu'a ce 
que Ton entende de nouveau la sonnerie. Ce mode d'affleurement a 
paru excessivement delicat, et surlout tres commode : il evile la fa- 
tigue qui resulte pour Taul de la visee attentive (Pun objet souvent mal 
cclaire; de plus, un trail de repere, trace surun tube de verre ot re- 
garde dans une lunette, ne pent etre mis absolument au point en meme 
temps que lesommet d'un menisque qui se trouve parfois a o™,oi der- 
riere lui; enfin> Tobservatcur n'est plus oblige d'avoir, en meme temps, 
Toeil a la lunette et la main sur Torgane de Tappareil destine a changer 
le niveau du mercure. 

Ce manomctre est installe sur une plancbe verticale solidement fixee 
et separee dufour qui renferme le reservoir de porcelaine par plusieurs 
ecrans en planches ou en clinquant. 

Un bout de tube de meme diamctrc que les tubes manometriqucs, et 
rempli de mercure, renferme un tbermometre destine a dbnner la tem- 
perature des colonnes de mercure qui, pour revaluation des pressions, 
sont toujours ramenees a o**. Les lectures failes sur la regie divisee 
n'ont pas subi de corrections, les observations ayant ete toutes faites 
entre iS*^ et 20**. 

La temperature de la partie de I'espace nuisible comprise entre le 
repere d'affleurement et le tube do cuivre est donnee par un tbermo- 
metre place dans le manchon qui entoure la petite branche. 

La temperature du reste de Tespace nuisible jusqu'au reservoir se 
determine a I'aide d'un compensateur. C'est une tige de porcelaine 
identiqueala tige du reservoir, c'est-a-direde meme longueur ctpercee, 
commeelle, d'un canal de i™*" de diametre, mais fermee a I'une de ses 
extremites; I'autre extremile est reliee, par un tube de cuivre sem- 
blablc au premier, a un manometre ordinaire. 

Ce compensaleur constilue done un petit tbermometre a air. 11 est 
charge, au debut, d'air a la pression aimospherique. Son manometre 
est place en T, a cote du premier, et observe avec la meme lunette; on 
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y ramfene aussi le niveau du mercure de la petite branche a un repere 
fixe trace sur le verre, et, comme la grancle branche est ouverte a Pair 
libre, on lit le barometre a chaque observation pour pouvoir lenir 
coinpte de la pression atmospberique. Les lectures de ce coinpensateur 
n'exigent d'ailleurs pas une tres grande precision et sont faites beau- 
coup plus rapidenient que celles du tbermometre principal. 

Les volumes des differentes parties de I'appareil ont ele determi- 
nees, les uns par des jaugeages au mercure, les autres par des expe- 
riences manonielriques. Ainsi, cinq experiences manometriques ont 
donne, pour le volume du reservoir a 18*^, les valeurs 



mine 



53095 

52806 
5^821 

528G8 

La moyenne, qui n'est pas modifiee par I'admission des deux valeurs 
extremes, est 52 846™"^; on a adopte SaSSo"*"^ 
On a trouve de meme, pour le volume BD a iS*", 

et un jaugeage au mercure a donne, pour DF, 

1 906' 



kUimr 



£TUDE du FE. THERMOMfiTBiaUE. 

L*appareil qui sert a mesurer les resistances comprend : une grande 
caisse de resistances avec pont de Whealslone, une clef a contacts suc- 
cessifs et un galvanometre a reflexion. 

Le til qu'il s'agit d'etudier est enroulesurlc reservoir meme du tber- 
mometre. On ne pouvait songer, pour le relier a Tappareil de mesure, 
a faire arriver jusqu'a ce reservoir des conducteurs de cuivre ou de 
quelque autre corps dont on eut pu negliger la resistance : tout autre 
metal que le platine eut etc fondu a la chaleur du four. Les deux bouts 
du fil elaienl places le long de la tige du tbermometre, et, en dehors 
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du four seulement, relies a des fils de cuivre aboutissant a un commu- 
tateur. Ces deux bouts de fil, dont la temperature ne pouvait etre de- 
terminee, constituaient done une sorte de resistance nuisible qu*il fal- 
lait eliminer. Pour cela, un nnorceau du meme fil de platine etait place 
a cote des deux bouls du fil principal le long de la tige, et relie de la 
meme maniere au commutateur. Ce fil formait comme un compensa- 
teur analogue au compensateur du thermometre; en relrancbant sa re- 
sistance de celle du fil principal, on avait la resistance de la partie 
enroulee sur le reservoir, et dont la temperature etait donnee par le 
thermomeire. 

Lay?g^. 4 monlre la disposition de ces fils sur la tige du thermometre: 
A et B sont les deux bouts du fil principal, dont la majeure partie est 
enroulee sur le reservoir; C et D sont les deux bouts du fil compensa- 
teur qui s'arrete en E a la naissance du reservoir. 



Fig. 4. 







Pour faire une determination, on donnail la quantite de gaz neces- 
saire, puis on attendait deux ou trois beures que la temperature fiit 
stalionnaire, c'esl-a-dire ne changeat plus sensiblement en dix minutes, 
temps necessaire pour faire une observation. On procedait alors aux 
determinations des resistances et des pressions, et aux lectures des 
thermometres destines.aux corrections; on repclait ces determinations 
en les croisant, afin d'eliminer Tinfluence des variations lentes qui 
pouvaient encore se produire. La pression du gaz n'etant constante ou 
ne variant regulierement qu'a certaines beures de la journee, on ne 
pouvait guere faire plus de deux ou trois observations par jour. 

On fit ainsi deux series d'obscrvations. Pendant la premiere, un ac- 
cident ayant empecbe le compensateur du thermomeire de fonctionner, 
on a suppose que la moitie du volume de la tige etait a la temperature 
du reservoir, et le resle a la temperature de la salle. La seconde serie 
a ete faite avec le compensateur. Les deux series ofl'rent d*ailleurs une 
concordance satisfaisante. 

On a represente les resultats par unecourbe, en portant en abscisses 
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les temperatures et en ordonnoes les rapports des resistances a la re- 
sistance a o®. Ces determinations ont permis de tracer cette eourbe jus- 
qu'a inSo**. En Ire o**et loo*^, le coedicient moyen de resistance est egal 
210,00378; il diminue a mesure que la temperature s'eleve, mais de 
moins en moins rapidement : entre 800** et 1200** il semble absolument 
constant et egal a 0,00272. 



imm DE8 ras DESmtS AUX EXPfiBOSHGES sub le BEFBOIDISSEIIEnT. 

Le fil qu*on veut etudier est cbaufTe dans le four a tube dont il a ele 
parle. On Vy soutient en Tengageant dans des tuyaux de pipe, et on lui 
adjoint un fil compensateur, afin de pouvoir mesurer la resistance de 
la partie seulement qui se trouve placee au milieu du fourneau. Aulour 
du tuyau de pipe est enroule le til thermometrique, accompagne, lui 
aussi, de son compensateur. Unc tcMnperalure a pen pres stationnaire 
etant atteinte, on determine, par des lectures failes chacune deux fois 
et croisees, les resistances de ces quatre fiis. 

Les resullats sont, pour cbacun des tils etudies, representes par une 
eourbe qui permettra desormais d'avoir la temperature du ill quand on 
connaitra le rapport de sa resistance a la resistance qu*il aurait a o^. 

Si Ton veut que ces fils conservent leurs proprietes dans le cours 
des experiences, il importe qu'ils aient etc prealablement cbauffes 
pendant plusieurs beures a une temperature superieure a celles qu'ils 
doivent atteindre. 

Parmi les fils ainsi etudies, je citerai : 

Un fil de platine du commerce de j- de millimetre de diamelre dont 
le coefficient moyen entre o*" et 100° etait 

o , oo3 1 8 ; 

Un fil de platine pur de ^^ de millimetre 

o,oo358; 

Un fil de platine pur reconvert par la pile de platine mat 

o,oo3.J7J. 

yinn, de I'Ec, Xormale, 3* Serie. Tome I. — Septembri: iSS\, 38 
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MESUBE DES B^SISTAHGES PEHDANT LE PASSAGE DU GOURAIIT. 

Dans le circuit ferine d'une pile P {fig. 5), la difference E des po- 

tenliels en deux poinls A et B est proportionnelle a la resistance R qui 

les separe. Considerons sur le meme circuit deux aulres points C et D 

separes par une resistance r, et appelons e la difference de leurs po- 

lentiels : 

E K 

Supposons que AB soit le fil dont il s'agit de mesurer la rcsisiance, 




et CD un fil assez gros pour ne pas s'ecliauffer sensiblement par le 
passage du courant; la resistance r sera constante et pourra servir 

d'unite; la mesure de 11 revient alors a la mesure du rapport -• 

Considerons un second circuit dans lequel est intercalee une pile P' 
de force cieclromolrice E'. Soient R' une resistance variable comprise 
enlre les poinls A' et B' et p la resistance constante du reste du cir- 
cuit. La difference de potentiel entre los poinls A' etB' sera 

lloliuns inainlcnaiit le poiiil A au point A', lo poiiU B an point B', 



sives de cc rapport, pour (le» inteDsiles croiasantcs du courant, ont ele 
trouvees egales a 



1.097 



[-099 



Dans une autre serie : 

1,098 .,100 1,100 
1,098 I1098 1,098 
1,095 1,108 

En determinant le meme rapport par le pent de Wlieatstone, on avail 

irouve 

1,098. 

Ces nombres muntrent : 

1" Que le til de coniparaison ne s'echauffait pas ussez pour qu'il y 
out a tenir compte de la variation de sa resistance ; 

3° Que les resistances ainsi mesurees sont identiques a celles que 
donne la disposition de Wheatstone : on pouvait desirer cette verifica- 
tion pour une melhode qui n'avait etc appliquee jusqu'ici qu'a la me-: 
sure des forces electromotrices. 

Si le fil de comparaison ne s'eclidiufre pas sensiblentent par le pas- 
sa^^e du eourant, il n'a cepeiidanl pas la meme temperature ni,- par 
' consequent, la meme resistance dans Ics diverscs series d*observationB. 
Un tliermometre etait place a cote de lui, et Ton corrigcait toujours les 
resistances mesurees en chercliant ce qu'on cut oblenu si le til de com- 
paraison etait toujours reste a iH". 

Quand on fait passer dans un fil de platine tendu entre deux pioces 
un courant assez intense pour le rougir, la teinte parait bien uniforme 
dans la region mojenne, mais les deux extremites restent obscures. Si 
Ton mesurc alurssa resistance et qu'on en deduise la temperature, on 
n'a que sa temperature moyenne. Dc plus, en muUipliant la resistance 
par le can-c de t'intensite do courant, on calcule une quautite de clia- 
leur qui coiiiprend non seulemenl la chaleur rayonnee ou enlovee par 
le gaz, mais encore la cbuleur que les pinces enliivent par conducli- 
bilite aux deux extremites du fil. 

IVIais plagons dans le mcjne circuit que le fil principal MN {^g. 6) un 
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second fil NP plus court, identique sous tous les rapports au premier; 
il presentera en son milieu la meme teinte que lui, et ses deux moities 
OP, ON pourront etre considerees comme identiques a des portions de 
meme longueur RN, QM, prises aux extremilesde MN. Si done, de la 
resistance du fil MN, on retrancbe celle du fil NP, on aura la resistance 
de la portion a temperature uniforme QR, et, en multipliant cette re< 

Fig. G. 

P N It Q M 

□ 1 CJ 1 • □ 

sistance par le carre de Tintensite, on aura la chaleur produite dans la 
partie QR seulement, chaleur qui ne se depense que par rayonnement 
et par contact avcc le gaz. 

Cest la une nouvelle application de cette methode d*elimination de 
quantites inconnues dont le compcnsateur du thermometre a air et le 
fil compcnsateur employe dans la mesure des resistances nous ont dejk 
offert I'exemple. 

Pourmesurer les differences de potentiel aux deux exlremites des 
fils dont on voulait comparer les resistances, on a essaye unc autre 
methode, qui, si elle avaiteu la meme precision que celle qui vient 
d'etre decrite, lui eut ete preferable pour la rapidiie des lectures. Si 
Ton met deux points d'un circuit en communication avec les deux ar- 
matures d*un condensateur, ce dernier se charge proportionnellement 
a la difference de potentiel des deux points, et si un galvanometre est 
place sur le trajet d'un des fils de jonction, Timpulsion subie par Tai- 
guille est proportionnelle a cette charge et, par consequent, a la diffe- 
rence de potentiel, si toutefois cette impulsion ne depasse pas quel- 
ques degres; c'est la, on le sait, une maniere de comparer rapidement 
et d'une fagon approximative les forces electromolrices des piles. On a 
fait uneserie de mcsures en se fondant surce principe; lecondensateur 
etait { de microfarad a lames de mica, et le galvanometre etait assez 
sensible pour subir des impulsions facilement mesurables. Maiscet essai 
a montre que, si cette methode donnait des resultats concordants avec 
ceux de la premiere, elle lui etait inferieure au point de vue de la sen- 
sibilile : les observations faites par la premiere methode donnaient, 
par la representation graphique, des points ires reguliferement distri- 
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hues sur une courbe ; la seconde, appliquee dans les memes conditions, 
donnait des points qui se plagaient a des distances notables de eettc 
courbe, lanlot d'un cote, lanlotde Tautre. II est, en efiel, difficile de 
saisir la limite d'une impulsion a nioins de^^ on j~ pres de sa valeur, 
au lieu que Ton pouvait, comme on Ta monlre, repondrc, par I'autre 
procede, du niillienie pour le rapport de deux resistances. 



MESURE DE L'IHTEHSIT£ DU GOURAHT. 

Pour mesurer Tintensite du courant, on se sert d'une boussole de 
Weber mise en derivation sur le circuit principal. Les deviations sont 
lues par reflexion sur un miroir solidairc du barreau aimante k Taide 
d'une ecbellc divisee et d'une lunette plac6es a un nielre de distance de 
la boussole; une deviation de i*^ correspond a pen pres a 5o divisions 
de Techelle, et les lectures peuvent se faire facilement a ^ de division 
pres. 

Ces lectures presenleraient les meilleures garanties de precision sans 
la variation presque incessante du zero : a de certains jours , pendant 
lesqucls les observatoires meteorologiques signalent Texistence de tem- 
peles magneiiques, les variations peuvent etre d'une division en quel- 
ques secondes. Mais ce sont Pa, beureusement, des exceptions, et le 
plus souvent, en changeant le sens du courant dans la boussole et pre- 
nant la moyenne des lectures faites de part et d'aulre du zero, on eli- 
n)ine Tinfluence des variations de la declinaison. On faisait ainsi cbaque 
fois '^ lectures, et souvent, apres avoir change deux fois le sens du cou- 
rant dans la boussole, on retrouvait, a ^ ou ~ de division pres, le 
chifTre Irouve a la premiere lecture. 

11 a paru utile de soumettre a une verification les indications de la 
boussole. Prenons, dans une serie de lectures correspondant a des cou- 
rants d'intensites difTerentes, les valeurs obtenues pour la difference 
de potentiel aux deux extremites du fil de comparaison dont la resis- 
tance resle constante. Si ces differences de potentiel (e=zE'-r^ — ) 

sont mesurees avec la meme unite, c'est-a-dire si la pile E' n'a pas 
change, on doit les trouver proportionnelles aux intensites du courant. 
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Or, dans line des series ou les deviations mesurees ont ete les plus 
grandes, on irouve : 



Deviation 


Rapport 


de i« bouH.«ole 


(le la dllTerfnrp de poteotiel* 


(rn dtTisionit de licbelle). 


obserTce • la d(>riation. 


io5,3 


io58 


173,7 


1054 


•>'39,9 


1 o5() 


33ji,8 


io55 


376,8 


loC'i 


437, « 


loGi 



En presence de lapresqueidentite de ces rapports, on peutsedenian- 
der si, pour niesurer Tintensite d'un courant, on n'atteindrait pas une 
plus grande precision en mesurant la difference de potentiel aux deux 
extremites d'une resistance constante. Cetle methode devrait etre avan- 
lageuse, en effet, dans des rechercbes de courte duree. Mais, dans le 
cas present, ou les diverses series d'experiences devaient etre compa- 
rables enlre elles, il a paru qu'on pouvait compter davantage sur la 
Constance du magnetisme terrestre et des proprietes de la boussole que 
sur celle des elements Daniell employes a la mesure des potentiels. 



DisposiTiOH g£h£rale des appareils. 

Celte disposition est indiquee scbematiquement par \^fig> 7. 

Le fil dont on veut etudier le refroidissement et le fil plus court qui 
serta eliminer Tinfluence des extremites sont places dans le prolonge- 
ment Pun de Tautre entre trois gros conducteurs de cuivre. Ces con- 
ducteurs sont mastiques dans nn grand flacon A d*une dizaine de litres 
de capacite, couche horizontalement, et sur lequel coulenl constam- 
ment plusieurs jets d'eau froide. 

Les deux conducteurs extremes sont places avec le fil B, dont la 
resistance conslantc scrt de terme de comparaison, dans le circuit 
d'une pile d'elemenls Bunsen C. On fait varier rinlensite du courant 
en intercalant des resistances ou en mettant un plus ou moins grand 
nombre d'elemenls. 

Les deux extiemiies du fil de la boussole de Weber sont mises en 
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relation, par rintermediaire d'un commutateur, avec deux points D 
et E du circuit separes par un gros fil do cuivre de resistance trfes 
faible. 

Lcs trois fils dont on a a mesurer la resistance (fil principal, fil com- 
pensateur, fil de comparaison) communiquent avec des godets pleins 

Fig. 7. 



c. 



p> 
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A 



-^J 






G 



4 1 



•^.^ 



de mercure a, qui peuvent etrc mis facilement en communication avec 
Tappareil de mesure par des fils qu'on fait plonger a volonte dans tel 
ou tel godet; Tun de ces fils F va directement a la caisse de resis- 
tances G; Tautre y aboutit en passant par le sliunt H du galvanometre 
Thomson. Les deux extremitcs de la caisse de resistances communi- 
quent avec les poles d'une pile Daniell K, et une clef a contacts succes- 
sifs permet de fermer d*abord le circuit de cette pile, puis le circuit du 
galvanometre. 

La disposition de Tappareil de mesures permet de determiner aussi 
la resistance des fils au pont de Wbeatstone, mais cette methode, ap- 
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pliquce a un fil Ires fin et place dans le vide, devient d'un emploi dif- 
ficile, Lefil s'echauffe, en effet, des le passage du courant, et sa resis- 
tance augmente : on pent voir Taiguille du galvanometre devier d'a- 
bord dans un sens, puis revenir iRnmediatement de Tautre cole. 

Mais on pent determiner autrement la resistance de ce fil a la tempe- 
rature deTenceinte: faisons passer d'abord un courant tresfaible; de- 
terminons, par la mesure des potentiels et de Tintensite, la resistance r 
du fil et la quantite de cbaleur Q qu'il degage. Soient / et Q', f et Q" 
des quantites analogues pour des courantsun peu plus forts* Represen- 
tons ceci graphiquement {fig. 8) en portant les resistances r en ab- 

Fig. 8. 
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scisses et les quantites de cbaleur Q en ordonnees. Les points M, M', 
M'' ainsi oblenus se trouveront en ligne droite; pour des excesde tem- 
peratures Ires faibles, en effet, les quantites de cbaleur sont proportion- 
nelles a ces exces, et ces exces sont eux-memes proportionncls aux exces 
de resistance. Le point A, oil celle ligne coupe Taxe des a?, repre- 
sente la resistance qu'aurait le fil s'il perdait une quantite de cbaleur 
nulle, c'est-a-dire s'il etait a la temperature de Tenceinte. 

Le flacon qui renferme les fils communique avec des appareils a faire 
le vide. Ce sont une macbine de Bianchi et une trompe a mercure; 
celle-ci est munie d'une jauge de Mac Lcod permettant de mesurer les 
basses pressions a j~^ de millimetre pres. Entre le flacon et la trompe, 
se trouve un long tube contenant de I'acide pbospborique anbydre; 
dans les dernieres experiences, on a mis en outre, dans le flacon, des 
fragments de potasse fondue. 

Une serie d'observations se fait a une pression determinee; la pre- 
miere observation de la serie se fait avec un courant de faible intensite ; 
la deuxieme avec un courant plus fort, et ainsi de suite; on porte de 
celte fa<;ou le fil qui est en experience a des temperatures de plus en 

Ann, de I'jto, Normale, 3* Sorie. Tome I. — Sbptembre 1884. ^9 
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plus elevees. On attend chaque fois quelques minutes, afin d'etre cer- 
tain que la temperature soit stationnaire. Ces lectures sont croisees et 
se font chacune deux ou trois fois. Chaque observation exige environ 
un quart d'heure. 

On mesure la pression avant de faire passer le courant dans I'appa- 
reil. Pendant le passage du courant, la pression augmente un peu par 
s;iite de reebauffement du gaz; mais celte augmentation est toujours 
tres faible et souvent insensible, a cause des grandes dimensions de 
Tenceintepar rapport au fil. Dans une experience, par exemple, sous 
une pression de lo™" (hydrogene), lefil, qui mesurait^^ de millimetre 
de diametre, etant porte au rouge, on n'observait qu'une augmenta- 
tion de pression de o™",i5. 

Voici un exemple d'observation : 

Pression (air) mesur^e a la jaugo 0""°, 468 

Temperature du flacon iC°, 8 

Temperature de la salle 1 7°, 6 

Pile de potentiel 7''' Daniell 

Resistance p 5oo4 ohms. 

Lectures k la boussole de Weber (avec deux interversions de courant) : 

298,9) 195,0, 299,0; d'ou 1 = 103,95. 

/ Fil principal 1887,9 

Resistance R' ! Compensateur 749,7 

( Fil de comparaison.. .612,7 

V , . «' , F i r" """""r' "'T' I Diff- o .'3833 

Valeurs de ^t: — ou de E. I Compensateur o, 18029 ) ' 

^ ' (Fil de comparaison. . . o, 10908 

Resistance deduite : — ^ — r i , 2682 

0,10908 

Resistance corrigec i ,2570 

R(»sislance determinee a o" 0,5890 

Rapport de la resistance corrigee a la resistance a o®. 2 , 1 34 1 

Temperature d6duite 373° 

Exces 356^2 

Produit de la resistance par le carre de I'inlensiie 

ou chaleur developpee j 3583 

On pent se demander ce que vaut, en calories par seconde, la quan- 
tile de cbaleur ainsi representee par le produit de la resistance du fil 
par le carre de Tintensile du courant, cetle resistance et cetle intensite 
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etant mesurees avec les unites tout a faH arbitrairesqui ont ete adop- 
tees. Pour le savoir, on a fait une lecture d'intensile a la boussole de 
Weber, en meme temps qu'on faisait passer le courant par un fil de 
platine plongeant dans un calorimetre rempli d*alcool. La quantite de 
cbaleur, mesuree avec les unites precedentes, se trouvait representee 

par !e nombre 

17 467, 

et la variation de temperature du calorimetre indiquait un degage- 

ment de 

o^'^oqSq (gramme) 

par seconde. Par suite, dans les resultats numeriques qui vont etre 
rapportes, une quantite de chaleur representee par 

1000 

correspond a 

oC*\oo549 par seconde. 

Par example, un fil de platine de o™,!© de long et de ^ de millimetre 
dediametre, rayonne environ, a 1000**, 

0^^219. 

Mais cette evaluation n'est qu'approximative, la boussole de Weber 
ayant ete legerementdeplacee lors de Texperience calorimetrique. Une 
estimation plus exacte n'aurait d'ailleurs d'interet que si Ton avait pu 
determiner avec precision la surface des fils employes. 

BEPB^SQITATIOH GRAPHiaUE DES B^SULTATS. 

Une serie d'observations faites a une pression determinee P, donne, 
pour differents exces de temperature, la quantite de chaleur perdue 
par le fil soumis a I'experience. Le resultat de chaque observation est 
indique, sur une feuille de papier quadrille, par un point dont Tab- 
scisse represenle Texces, et Tordonnee la quantite de chaleur perdue. 

La ligne continue a, qui passe par tons ces points [/ig. 9) represente, 
pour la pression P,, la relation qui lie la quantite de chaleur al'exces 
de temperature. 
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Une serie faite k une pression moindre Pa donnera une courbe dont 
les ordonnees seront, pour des abscisses cgales, inferieiires aux or- 
donnees de la courbe a,. 

Enfin uno serie faite dans le vide absolu doime une courbe A dont 
les ordonnees representenl les quantites de chaleur perdues dans le 
vide. 




•i* ; 



^1 



Chaciine de ces series comprend une dizaine d'observations, quel- 
quefois davantage, et, si Ton met a part les experiences faites dans 
Thydrogene, qui ont presenle de singulieres anomalies, les points cor- 
respondant a chaque serie se trouvent distribues avec une grande 
regularite. 

Revenons a. la courbe a,. L'ordonnee BD d'un quelconque D de ses 
points represente une quantite de chaleur qui se compose de deux 
parties : 

1*^ La chaleur qui se perdrait dans le vide, ou chaleur rayonnee; 

2*^ La chaleur enlevee par le gaz. 



V 



;i. 



a' 



Fig. 10. 




La premiere est representee par la portion BC qu'interceple sur BD 
\.\ courbe A. Si done, des ordonnees des courbes a,, a^, ..." on re- 
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tranche les ordonnees correspondanles de la courbe A, on aura de 
nouvelles courbes|3<, (Sj. .. [fig* io)qui represenleront, pourchacune 
des pressions P<, Pa, la relation entre Vexces de temperature et la aha- 
leur enlevee par le gaz . 

Considerons maintenant sur les courbes |3 les ordonnees EF, EG, . . . 
qui correspondent Ji un memeexces, par exemple loo", et construisons 
denouvelles courbes ayant pour abscisses les pressions ?<, Pa, ... et 
pour ordonnees les longueurs EF, EG, . . .; chacune de ces nouvelles 
courbes, 7 [Jig. 1 1), represents pour un exces de temperature deter- 
mine, 100^ par exemple, la relation entre la pression et la chaleur 
enlevee par le gaz . 

Fig. II. 



On a ainsi trace les courbes correspondant aux exces 100®, 200®, 
3oo®, .... 

Comme Failure de ces courbes change d*une maniere continue a 
mesure que I'exces augmente, il etait interessant de connaitre Tallure 
d'une courbe correspondant a un exces tres petit. Pour cela, on a mene 
les tangentes a Torigine des courbes j3, mesure les longueurs EH, EK 
interceptees par ces tangentes sur I'ordonnee correspondant a 100®, et 
pris ces longueurs comme ordonnees d'une courbe dont les abscisses 
representaient les pressions. Cetle courbe peut etre regardee comme 
une courbe correspondant a un exces tres petit, mais dont les or- 
donnees seraient agrandies, par exemple comme la courbe d'exces i** 
dont les ordonnees seraient centuplees. Je I'appellerai courbe d'exces 
nuL 

Les points qui servent a tracer les lignes 7 ne sont pas toujours aussi 
regulierement distribues que ceux qui servent a tracer les lignes a. 
Cela se congoit d*ailleurs : chacune des lignes a relie entre elles les 
observations d'une seule et meme serie; une ligne 7 relie plusieurs 
series echelonnees sur une quinzaine de jours; les erreurs commises 
dans la lecture des pressions, les variations de temperature des diverses 
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parlies de I'appareil, peut-etre les variations dii tnagn^tisme lerrestre 
qui influent sur les indications dc la boussote, enfln et surtout les 
defauts du trace des courbes a, sont autant de causes qui permettent 
d'expliquerde petites irregularites. 

L'eau qu'on laisse couler sur I'enceinte pour la noaintenir froide 
n'est pas tous les jours k la meme temperature, et ces variations suf- 
flsent pour empecher les diverscs series d'etre comparables entre eties. 
Mais ces variations n'etant que de quelques degres, on pent, avec une 
approximation sufHsante, corriger les resultats et les ramener tous k 
ce qu'ils seraient si la temperature de I'enceinte restait constante : les 
experiences de Dulong et Petit ont montre en effet que le refroidisse- 
ment dti au gaz etait independant de la temperature de I'enceinte; il 
sufBt done de faire porter la correction sur la quantite de chateur 
ray on nee. 

Admettons, pour faire cette correction, que la lot du rayonnement 
soil representee par la formule dc Dulong et Petit : 

dans laquelle $ represents la temperature de I'enceinte, t Ye\chs et a 
la constante 1,0077. 

La quantite dont il faudra corriger une observation faite a 6'° pour 
le ramener a 6° sera 

„a^'ia'-,)-ma^(a'-i)^{a''-aO)m(a'-i)^ia'>'-'>-j)ma'>(u'^-i), 

ce qui estapproximativement egal !i 

on encore a 

((,'-9)(a_,)m«9(a'-.). 

Une serie d'observations faite dans le vide faisait connaitre, pour 
une valeur delerminee de d et pour les diverses valeurs de t, les valeurs 
correspondantes de la quantite de chaleur rayonnee. Ce sont ces va- 
leurs qu'on mettait a la place de ma^{a'~ i) pour calculer I'expres- 
sion precedente. 

On a ainsi ramene a une mcme temperature les observations des 
diverses series. 
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I. — Chaleur perdue dans le vide. 

Toutes les experiences pouvantconduire a uneestimalion desquan- 
tites de chaleur perdues dans le vide absolu sont resumees dans le 
Tableau A. Voici la signification des nbmbres renfermes dans les co- 
lonnes de ce Tableau : 

CoLONNE 1. — Exc^s de temperature. 

CoLONNE 2. — Quantit^s de chaleur perdues dans le vide, d^duites d*une s^rie d'obser- 
vations dans laquelle la pression, qui n*est plus mesurable k la jauge de Mac Leod, est cer- 
tainement inferieure k -^^ fA (^ ddsignantle miili^me de millimetre) et peut ^tre consider^ 
comme nulle. Cesi cette serie qui renferme le plus grand nombre d'observations; elle est 
tr^s r^guliere ct doit ^tre consid^r^e comme la meilleure de toutes. 

CoLONNE 3. — Quantit^s de chaleur d^duitcs d'une s^rie faite sous la m^tne pression que 
la pr^c^dente, avec le ra^me fil et k dix jours d'intervalle. Entre les deux series, une grande 
masse defer (machine pneumatique de fiianchi ) a ^t^ introduite dans la salle d*exp^iences ; 
le champ magnetique de la boussole a pu Stre alt^r^, et I'unit^ de chaleur un peu chang^e, 
ce qui permet d'expliquer la difference entre les nombres des colonnes 2 et 3. 

CoLONNE 4. — Rapports des nombres de la colonno 3 k ceux de la colonne 2. Ces rapports 
sont k peu pres les m^mes; les deux series conduisent done k la m^me loi de rayonnement. 

CoLONNE 5. — Quantit^s de chaleur d^duites de quatre series faites sous les pressions 21, 
16, 5 et ip (air atmosph6rique). Pour les calculer, on a suppos6 que la loi de la perte par 
Tair, observ^e entre ces pressions, se continuait jusqu'a la pression o. 

Colonne 6. — Rapport des nombres des colonnes 5 et 2. 

CoLONNE 7. — Quantit^s de chaleur d^duites de deux series faites sous les pressions 3 
et ifA (hydrog^ne). 

CoLONNE 8. — Rapport des nombres des colonnes 7 et 2. 

G)L0NNE 9. — Quantit^s de chaleur deduites de quatre series faites sous les pressions 87, 
22, 12 et 5p (acide sulfureux). L'interpolation pr^sente, pour les basses temperatures, un 
peu moins de garantie que dans les s6ries prdcedentes : sous la pression de 5p, en effet, et 
k 100'' d'exc^s, la quantity de chaleur enlevee par le gaz se trouve etre k peu pr^s ^gale k la 
quantity de chaleur rayonn^e dans le vide. 

CoLONNE 10. — Rapport des nombres des colonnes 9 et 2. 

Remarque, — Les nombres conlenus dans les colonnes 2, 3, 5, 7 et 9 se rapportent k un 
m^me fil de -}^ de millimetre de diametre; ils vont en augmentant, ce qui semble prouver que 
les rechauffements et refroidisscmenls successifs, auxquels ce fil a ete soumis, ont leg^re- 
ment augment^ son pouvoir 6missif. 

CoLONNE 11. — Quantites de chaleur deduites de deux series faites sous les pressions 12 
et 2p (air almospherique). 

CoLONNE 12. — Rapports des nombres des colonnes 11 et 2. 

CoLONXE 13. — Quantites de chaleur deduites de deux series faites sous les pressions 3 et 
1 ft (hydrogene). 

La derniere serie ne prescntait plus la regularite des precedentes, et Ton voit que les 
rapports aux nombres de la colonne 2 (ces rapports sont contenus dans la colonne 14) pre- 
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sentent des 6carts considerables. D'autre part, les nombres de la colonne 13 se rapportent 
au m6me fil {-^^ de millimetre) quo ceux de la colonne 11, et, cependant, sont beaucoup 
plus petits. 

Colonne 15. — Quantit^s de chaleur d^duites d'uno s^rie faite sous la pression de ip 
(air atmosph^rique ), avec un fil de platine recouvert par la pile de platine mat. 



Tableau A. 



1. 

o 
O 

5o 

lOO 

i5o 
aoo 
a5o 
3oo 
4oo 
5oo 
600 
700 
800 
900 
1000 



o 
37 

170 

44a 

690 

i65o 

3i5o 

5900 

1 0000 

15950 

!i4o5o 

35ooo 



3. 

o 

36 

86 

161 

276 

676 

i56o 

3200 

5900 

loioo 

i55oo 

23900 

34700 



4. 



0,07 
0,94 
0,95 
0,99 

0,98 

0,94 
1 ,01 

1 ,00 

1,01 

o»97 
Oi99 
o>99 

0,98 



5. 



G 



i» 



8. 



9. 



10. 



o 



o 



680 0,99 690 1,00 

1570 0,95 1620 0,98 

3 1 10 0,99 ' 3200 1,01 

5700 0,97 6100 1, 04 

9800 0,98 io38o 1, 04 

15710 0,99 i65oo 1,04 

23400 0,97 25ooo 1,04 

34600 0,99 363oo 1,04 

0,98 1,02 



1,01 



700 

i65o 1 ,00 

35oo 1,1! 

6400 1 ,08 

10800 1,08 

17300 1,08 

27000 1,12 

40200 I , I 5 

1,08 



It. 12. 



90 0,98 90 0,98 too 1,09 70 0,76 

270 0,97 270 0,97 290 1,04 210 0,75 



55o 
i3oo 
235o 
435o 
7400 
i2o5o 



0,75 
0,79 

«>i74 
0,74 
0,74 
0,74 



13. 



410 

900 

i85o 

355o 

6200 

ioo5o 



14. 



60 Oy63 

180 o,65 



0,59 

0,54 
0,59 
0,60 
0,62 
o,63 



15. 16. 



730 

1 140 

23oo 

5i5o 

9800 

i63oo 

24000 

35ooo 

5o6oo 



0,75 



0,61 



,65 

,40 
,60 

166 
,63 
,$0 

,46 
^3 

,55 



II etait interessant de comparer les resultats qui viennent d'etre rap- 
porles avec la formule 

ma^{a^ — i), 

obtenue dans des conditions toutes differentes par Dulong et Petit; 
cette formule, clablie pour des exces inferieurs a 25o®,a ete eontirmee, 
au moins d'une maniere approchee et pour les memes limites de tem- 
perature, par divers physiciens; la comparaison etait done, pour la 
nouvelle melhode exposee ici, une sorte d'epreuve qui devait permettre 
de juger de sa valeur. On a reproduit, dans le Tableau suivant, les 
nombres de la colonne 2 et place en regard les valeurs calculees de 
Texpression /wa^(a'— 1), a etant egal a 1,0077 et le coefficient con- 
stant ma^ choisi de telle sorte que la valeur calculee fut egale a la va- 
leur observce pour Texces i5o". 
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Qaantilis de chalear 

Excte de tempAratare. obfterfecs. calculies. 

o 
O O O 

5o 37 36,7 

100 9a 90,7 

i5o 170 170 

200 279 286,2 

25o 44* 456,8 

3oo G90 707 

400 i65o i6i3 

. 5oo 3i5o 3565 

600 • 5900 7768 

700 loooo 16820 

800 15950 363io 

900 24o5o 78280 

1000.... 35doo 168664 

On voit que la concordance est satisfaisante jusqu*a 4oo*^. A parlir de 
cette temperature, les nombres calcules croissentbeaucoup trop rapide- 
ment, comme Tavaient deja fait reinarquer, du rcsle, plusieurs experi- 
nientateurs. 

II. — Chaleur enlevie par le gaz. 

I** Influence de la pression. — Variation de cette influence avec la 
temperature. — Le fil de platine de -^ de millimetre pour lequel on 
a indique plus haut la chaleur perdue dans le vide a diverses tempe- 
ratures a ete etudie dans une atmosphere d'air sec sous vingtpressions 
differentes et comprises entre 3oo"™ et o. Chacune des vingt series 
donnedesresultatsreguliers; les points qui serventa tracer les courbes 7 
sont aussi regulierement distribuees; seule, la courbe d'exces nul est 
moins bien determinee; quelques-unes de ses ordonnees sont indiquees 
dans le Tableau suivant : 

Tableau 1. 

Preislons. Ordonnees. 

mm 

3oo 1 3700 

200 1 2800 

100 II 5o<) 

5o io35o 

10 855o 

Ann. de I'flc, Normale, 3* Scric. Tome I. — Srptembre iH8/|. l\0 
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Tableau I (suite). 

I*r«ss(on«. Ordooneei. 

mm 

5 8100 

1 565o 

0,5 4o5o 

0,1 i33o 

o,o5 780 

0,01 160 

La courbe, dont \^Jig. 12 peutdonnerune idee, est partout concave 
vers Taxe des pressions; les ordonnees croissent d'abord rapidement, 

Fig. 12. 




puis de moins en moins vite : entre 100 et 200™™, la variation est plus 
petite qu'entre o et o,3. La courbe est caracterisee d'une maniere ge- 
nerale par sa courbure accentuee aux environs de 5 ou 10°"". 

La courbe correspondant a un exces de 100°, mieux determinee que 
la precedente, donne, pour les quantites de chaleur enlevees par Tair 
sous diverses pressions, les valeurs suivantes : 



Tableau l\. 

ProH^ions. QuantlloH de chaloar . 

mill 

3oo 1 7200 

aoo 16000 

100 14300 

5o 12800 

10 9750 

5 8900 

1 6920 

0,5 3900 

o 7 1 I aoo 

o,o5 700 

Quantit6 de chaleur perdue dans le vide 90 
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Get exces de loo® etant compris dans Ics limites des experiences de 
Dulong et Petit, il etait interessant de savoir si les resultats qui sont 
rapportes ici verifiaient la loi trouvee dans des conditions toiites diffe- 
rentes par ces eminents physiciens. Le Tableau qui suit indiquc, pour 
des pressions decroissant en progression geometrique, les quantitesde 
chaleur enlevees par I'air telles qii'on les deduit do la courbe d'exces 
loo®; le rapport de cliacunc de ces quantites de chaleur a la suivante 
est indique dans la troisieme colonne : 

Table.vu in. 

rrfMiunn. (jaantitcs de chalc.ir. RapporU. 

uini 

200 iCooo 

IO(» liSoO 

5o 12800 

2> ii3oo 

1 2 , ;> looG 5 

0,2 > 9200 

3,12 8400 *'^2 

••'J l"!" .,38 

78 5i')o ' 

3y 333o '' 

D*apres la loi de Dulong et Petit, le refroidssement du a Tair est re- 
presente par la formule 

p designant la pression, n et 6 des constanles; pour des pressions 
decroissant en progression geometrique , les quantites de chaleur 
decroissent aussi en progression geometrique. On voit que cette loi 
se verifie assez hicn, dans le cas present, pour des pressions supe- 
rieuresaS"™; seulement, la valeur numerique deduite, pour I'expo- 

sant by des nombres precedents (-^^^ = o,i63 j est beaucoup plus 

petite que la valeur (0,45) donnee par Dulong ct Petit; il est a remar- 
quer qu'elle se n\pproche de la valeur minima (0,129) obtenue par 
MM. de la Provostaye et Desains. 

Au-dcssous de 3™°*, les quantites de chaleur decroissent plus rapide- 
ment que ne Tindiquerai t une formule exponentielle. Les Tableaux qui 
precedent metient en evidence Timporlance que garde encore, meme 
a des pressions tres faibles, le refroidissement du au gaz, vis-a-vis du 
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rayonnement; sous une pression de 200™"*, I'air sec enlfeve, a 100® 
d'exces, 180 fois autant de chaleur que le rayonnement, 12 fois encore 
a o™™,i, et il faut reduire la pression a o™™,oo6 environ pour que Pair 
n'enleve que la meme quantite de chaleur que le raydnnement. 

La courbe d'exces 100® presente la meme allure generate que la 
courbe d'exces nul; mais elle s'en distingue en ce que sa courbure est 
moins accentuee; on voit, en eiTet, a I'inspection des Tableaux I 
et II, que les ordonnees de la premiere sont plus grandes aux pres- 
sions elevees, plus petites aux basses pressions que les ordonnees de 
la seconde. 

On retrouve la meme transformation en passant de la courbe de 100® 
a celle de 200°, de celle de 200*^ a celle de 3oo®, et ainsi de suite, jus- 
qu'a 1000**. Pour rendre ces courbes plus facilement comparables, di- 
visons par 2 les ordonnees de celle de 200*^, par 3 les ordonnees de 
celle de 3oo", etc. On obtient alors des lignes qui se disposent comme 
rindique la^?^. i3. On trouve d'ailleurs, dans le Tableau suivant, les 
rapports des ordonnees ainsi reduites aux ordonnees correspondantes 
de la courbe d'exces nul : 

Tableau IV. 

Fressions. 100«. 200^ 300«. 400«. 500-. G00». TOO'*. 800». 900«. lOOO*. 

mm 

3oo 1,25 1,4^ 

200 1,25 1,41 1 ,54 

joo 1,25 1,41 1)55 1,66 

5o 1,24 i)4o 1,54 1,64 

10 i,i4 1,22 1,32 i,4o 

5 1,10 1, 14 1,19 1,25 1,27 1,23 

I 1,04 i,o3 i,o3 1,01 1,00 0,97 0,94 0,91 

0,5 0,96 0,94 0,92 0,90 0,87 0,84 0,81 0,79 0,76 0,73 

0,1 0,90 0,88 0,86 0,84 o,85 p,8i 0,79 0,79 0,79 0,77 

o,o5 0)9^ ^ ^ ^ ^ ^ A V ^ » 

0,01 0,89 0,88 0,86 o,83 0,79 0,75 0,71 o,C4 o,65 0,62 

La regularite avec laquelle se suivent les nombres inscrits au Ta- 
bleau IV permet de conclure, meme en faisant tres large la part des 
erreurs d'observation dans une melhode en realite compliquee, que la 
loi du refroidissement du au gaz n'est pas la meme a toutes les tempe- 
ratures, qu'clle ne pout pas, par consequent, etre representee par une 
expression de la forme 
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A (lesignant une fonclion de la temperature, /(/>) une fonction de la 
pression seulemcnt. 

On remarquera cependant que, dans chacune des colonnes verti- 
cales, les nombres correspondant aux prcssions comprises entre 3oo 
et 5o™" sont les memes. Done, entre ces limitcs, mais entre ccs limites 
seulement, les ordonnees des difTerentes courbes sont proportionneIles» 
et la loi du reiroidissement du au gaz se montre independante de la 
temperature; cette independanee n'est d'ailleurs constatee que pour 
des temperatures inferieures a 400*^; Tintensite du courant capable de 




maintenir sous ces pressions elevees le fil de platine a une temperature 
superieure eut exige une autre disposition des appareils de mesure. 

Les series d'observations dont on vient de rapporter les resultats 
avaient ete precedees de quelques essais compris entre les pressions 1'°"* 
et o™". Ces experiences preliminaires avaient donne des quantites de 
chaleur toutes un pen plus grandes que celles qui furent trouvees par 
la suite. La difference, qui -est en moyenne de -^9 doit tenir a ce que 
rapparei!,^nouvellement installe, n'avait pas encore eu le temps dese 
bien dessecher. On sait, en effet, d'apres les travaux de MM. Kundt 
et Warburg, combien les plus legeres traces d'bumidite peuvent, aux 
basses pressions, changer le pouvoir refroidissant d'un gaz. 

^^ Influence de la temperature. — Variation de cette influence avec 
la pression. — A une pression determinee, la quantite de chaleur en- 
levee par Fairest d'autant plus grande que la temperature du fil est 
plus elevee. Les courbes ]3 traduisent la relation qui lie ces deux quan- 
tites pour les pressions auxquelles on a fait les experiences. Si Ton 
veut avoir celte relation pour une pression quelconque, on pent se 
servir des courbes 7 dont on mesure les ordonnees correspondant a une 
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meme pression; c'est ainsiqu'on a determine les nombresque renferme 
le Tableau V; ils indiquent, pour un certain nombre de pressions, les 
quantites de chaleur enlevees par fair aux exces de temperature loo*^, 
200°, etc. 

On a inscrit dans le meme Tableau les differences successives des 
quantites de chaleur correspondant a une pression determinee. 

Entre 3oo""* el 10™™ et pour des exces inferieurs a 4oo°» ces diffe- 
rences vonl en augmentant a inesure que Texces croit; en d'autres 
termes, les quantites de chaleur enlevees par Fair croissent plus vite 
que Texces : la courbe qui representerait ces quantites de chaleur se- 
rait convexe vers Taxe des temperatures. 

Entre 5™" et I"*" les differences augmentent d'abord, puis dimi- 
nuent a partir d'unc temperature d*autant plus basse que la pression 
est plusfaible; les courbes representatives auraient un point d'inflexion 
qui se rapprocherait de Torigine. 

Enfin, en degJi do la pression 1"*™, les differences vont toujours en 
diminuant; les courbes seraienl tout entieres concaves vers I'axe des 
temperatures. 

Tableau V. 



Ezcit. 



o 
o . . 



100 . . 
200 . . 
3oo . . 
400 . . 



5oo . . 



600 . . 
700 . . 
800 . . 
900 . . 
1000 . . 



300 



o 
17200 
179.00 
21400 

386oo 



50 



inm 



10"". 5-". 




l-»». 0"'»,5. 0— ,1. 0"",01. 



o 
12800 

I '2800 
16260 
'29060 
18660 
4779.0 
20310 
68o3o 



o 
9750 
9760 
11350 
21 100 
12800 
33900 
13900 
47800 



o 

8900 

8900 

9600 

i85oo 

10500 

29000 

11500 

4o>()o 

11000 

5i5oo 

8500 

60000 



o 
8320 

8320 

8580 
16900 

9150 
260 5o 

9500 
3555o 

8400 
439^0 

8250 

52200 

8100 

6o3oo 



o 
7600 
7600 
7900 

i55oo 
8400 

23900 
7900 

3 1 800 
7450 

39260 
6900 

46i5o 
6350 

525oo 



o 
5920 

5920 

5820 
1 1 740 

5690 
17430 

5520 
22950 

5220 
28 1 70 

4780 
32950 

4250 
37200 

3900 
41 100 



o 
3900 

3900 

3750 

7650 

3550 
1 1200 

3300 
i45oo 

3050 
17550 

2850 
20400 

2700 
23 1 00 

2450 
2555o 

2150 
27700 

1800 
29500 



o 
1200 
1200 
1150 
23 5o 
1100 
. 3450 
1050 
45oo 
1000 
55oo 
950 
6450 
950 
7400 
1000 

8400 

1000 

9400 

900 

io3oo 



o 
143 

143 
141 
284 
129 
4i3 
il9 
532 

98 
63o 

89 

7'9 
74 

72 

865 
70 

935 

65 

1000 



ESSAI SCR LE POUVOIR REFROIDISSANT DES GAZ. 819 

Une formule exponentielle analogue a la formule de Dulong et Petit 
representant assez bien rinfluence de la pressioD pour les pressions 
61evees, il etait naturel de chercher si, dans les memes limites, une for- 
mule exponentielle representerait aussi Tinfluence de Texcesde tempe- 
ralure, et si le meine exposant conviendrait a diverses pressions, de 
m^me que, dans la premiere, le meme exposant eonvenait a diverses 
temperatures. On a inscrit dans leTableau suivant, et pour les pressions 
3oo, 200, 100 et 5o, lesnombres correspondantadesexces croissant en 
progression geometrique 5o°, roo°, 200*^, 4oo^ ainsique les rapports de 
chacun de ces nombres au precedent : 

Tableau VI. 

Excit. 

PrMsions. 50». 100«. 200». 400*. 

mm 

3oo 7650 a, 25 17200 2,25 386oo 

200 7o5o 2,27 16000 2,26 36200 

100 6400 2,24 14300 2,28 32600 2,33 76200 

5o 6700 2,25 12800 2,27 29060 2,34 68o3o 

Jusqu*a 200**, les differences entre les rapports inscrits ne sont pas 
superieures aux erreurs possibles; on pent done, en dedans des limites 
enoncees, regarder rinfluence de I'exces comme representee par une 
formule exponentielle, telle que 

B designant unefonction de la pression seulement et t Texces de tem- 
perature. La valeur moyenne des rapports precedents etant 2,26, on en 
deduity pour Texposant c, la valeur 

loga ' 

3® Influence du diametre du fil. — Les experiences dont on vient de 
rapporler les rcsultats etaient failes avec un fil de platine du com- 
merce de j^ de millimetre environ ; le flacon servant d'enceinle avail un 
diametre de 17^°*. Si Ton avait pris un fil aussi fin, c*etait afin d'avoir 
une resistance assez grande pour qu'on put facilement en constater les 
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variations qtji servaicnt a la mesure des temperatures. Si Von avail 
choisi en meme temps une enceinte aussi vaste, e'etait dans Fespoirde 
realiser la condition relativement simple d'une enceinte dont on pour- 
rait regarder les dimensions comme infiniment grandes par rapport a 
celles du corps soumis au refroidissement. Si les lois de ce dernier phe- 
nomene ne dependaient que des grandeurs relatives du corps et de 
Tenceinte, on devait les retrouver sans alteration en operant sur des 
fils plus fins encore. 

En vue de cette recherche, on mit en experience du fil de platine de 
j^ de millimetre environ dans une enceinte un peu plus grande encore 
que la precedente, un flacon mesurant 0^,21 de diametre. C'etait un fil 
de platine pur que je devais a Tobligeance de M. Debray; il fut pr6ala- 
blement recuit pendant plusieurs heures par le passage d'un courant 
qui le maintenait au rouge; il a montre, apres cela, une Constance re- 
marquable de ses proprictes electriques : sept determinations de sa 
resistance a o*^, faites dans le cours des experiences et entre lesquelles 
on le portait au rouge vif, ont donne les nombres suivants : 

'990» ^99^* '994, i99^»- '99^> '994, i99^'^» 

dont la moyenne est 1993. La variation desa resistance avec la tempe- 
rature fut etudiee sur un bout qui avait ete recuit au four. 

On a fiut, avec ce fil, douze series d'observations dans des atmo- 
spheres d'air sec dont les pressions ont ete comprises entre 600"" et 
0,002. Les courbesqui les represenlent soni toutes regulieres, etelles 
ont la meme forme generale que les precedentes; I'imporlant est de sa- 
voir si elles Icur sont absolument semblables; en d'autres termes, si la 
loi du refroidissement est la meme pour un fil de .j^ de millimetre que 
pour un fil i\e~. 

Prenons d'abord la courbe d'exces nul; on a inscrit dans le Tableau 
suivant quelques-unes de ses ordonnees, ainsi que leur rapport aux 
ordonnees de la courbe relative au fil de ~. 
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Tableau Vll. 

Frc«Niuii» Ordunnee«. RapporU. 

01 Bl 

3oo 12950 0,94 

200 12200 0,95 

100 1 1000 0*95 

5o 9900 0,95 

10 83:>o 0,98 

5 8000 0,99 

I 3950 0,70 

o,'j 283o 0,70 

0,01 90 o,56 

On voit que, jusqu'a 5™™, le rapport est a peu pres constanl, ou la 
loi du refroidissement est la meme pour les deux fils; en dega de 5™°*, 
les quantites de chaleur diminuent plus rapidement pour le fil dey^; 
aux tres basses pressions, le til le plus fin se refroidit relativement 
moins que le plus gros. 

Pour comparer les courbes correspondant aux exces loo^, aoo®, etc. 
a la courbe d'exces nul, nous diviserons par i les ordonnces de la pre- 
miere, par 2 celles de la deuxieme, etc., comme nous Tavons deja fail, 
et nous prendrons le rapport des nombres ainsi obtenus aux nombres 
correspondant a Texcesnul; on a ainsi les valeurs renfermees dans le 
Tableau suivant. 

Tableau VUl. 

Pressions. 100«. 200". 300«. 400«. 500*». 600«. 700«. 

mui 
3oo .* 1,21 I , {7 

200 1 , 23 1,47 

roo 1,24 1,45 

5o 1,25 1,44 

10 1,12 1,27 1,38 

5 0,99 1,00 1,01 

1 0,96 0,93 0,88 0,84 0,81 

0,5 0,91 0,82 0,76 0,71 0,67 0,64 0,61 

0,111 0,82 0,77 0,69 0,62 o,58 0,53 0,48 

o,o5 0,87 0,74 0,60 0,53 o,5o 0,46 0,43 

Ce Tableau oflVe une ressemblance evidente avec le Tableau IV; on 
[i'eut sculement remarquer que les derniers rapports inscrils dans une 
meme colonne verticale dccroissent un peu plus rapidement; mais ce 

Jn/i. de I'Ec. Norm 3* Scrio. Ton^e I. - Septcmore 1884. 4' 
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qu*il y a d'essenliel a noler, c'est qu'ils varient dans le meme sens, 
apres 6tre restes constants, avec les memes valeurs, dans les mSmes 
limiles de pression. On pent done dire que Tinfluence de la tempe- 
rature sur la variation du pouvoir refroidissant de Fair avec la pression 
s'est montree la meme avec les deux fils. 

Nous allons retrouver la meme allure dans la variation du pouvoir 
refroidissant avec Texces de temperature, et la meme influence de la 
pression sur cette variation. Le Tableau suivant est Tanalogue du 
Tableau V, mais on s'est contenle d*y inscrire, pour une mfime pres- 
sion, les differences successives des quantitcs de chaleur enlevees aux 
exces o*', ioo°, 200**, etc. 

Tableau IX. 



PreisioRM. 



Excbi. 300"". 5U""". 10"". 5"°. a*"". 2"". 1"". 0"",5. 0~»,111.0~»,05. 

o 

o.. . 
100... 
200... 
3oo... 
400... 
5oo. . . 
600.. . 
700.., 



16700 igt35o 9350 7900 6260 5460 38oo 258o 680 35o 

22400 1622) ii85o 8100 6000 4990 36oo 2070 620 240 

i33oo 83oo 5760 5o5o 3ooo 1780 4^0 i35 

5450 4^00 ''9^0 1620 33o 125 

55oo 4^5o 2700 i45o 3oo i5o 

1400 200 100 

ii5o 200 100 



Aux pressions elevees, les differences augmentent a mesure que 
Texces croit; aux basses pressions, elles diminuent. Le changement 
se produit vers 4™™; avec le fil de ^ il n'avait lieu que dans les envi- 
rons de i"™. Sans doute, au-dessus de 4™™> '^s differences doivent 
d'abord augmenter pour diminuer ensuite, comme on a pu le constater 
dans les premieres experiences. Mais ici les observations sont restees 
comprises entre des limites de temperature trop restreintes pour mettre 
le meme phenomene en evidence. 

Toutes les quantites de chaleur inscrites dans les Tableaux qui pre- 
cedent sont evaluees de la meme maniere : chacun des nombres qui les 
rcpresentent est le produit brut du nombre qui represenle la resistance 
du fil evaluee avec la resistance du fil de comparaison pour unite, par 
le carre du nombre de divisions qui represente la deviation de la 
bonssole de Weber. Les nombres inscrits dans les Tableaux sont done 
comparables. 
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Or les deux fils Ae t« ^^ ^^ ifo ^® millimetre avaient a peu pres la 
meme longueur; le dernier etait seulement un peu plus long que le 
premier; sa surface etait done un peu plus de la moitie de la surface 
du premier. Ce rapport des deux surfaces semble assez bien indique 
parcelui des quantites de chaleur rayonnees dans le vide, tel qu'il est 
donne par le Tableau A (Tableau de quantites de chaleur perdues dans 
le vide), dans la seconde des colonnes relatives au fil de ^V • ce rapport 
est en moyennc 0,6. 

On s'attend a trouver le meme rapport entre les quantites de chaleur 
enlevees par Tair, a trouver, en d'autres termes, que cette quantite de 
chaleur est proportionnelle a la surface du fil. Le Tableau VII monlre 
deja qu'il n'en est ricn, du moins aux fortes pressions, car le rapport 
des quantites de chaleur enlevees aux deux fils pour un exces tres petit 
s'y montre compris entre 0,94 et 0,99 et ne semble prendre la valeur 
0,6 qu'aux pressions Ires faibles. Pour des exces de 100° et 200**, ce 
rapport a les valeurs suivantes : 

Tableau X. 

Prfl»»ion». Exc»t 10O>. Exc«8 20O'. 



Dim 



3oo 0,91 0,99 

200 0,94 0,98 

i«)0 OfC^G OjQS 

5o 0,96 0,98 

10 f>j96 1,00 

Ainsi, au moins pour des fils tres fins et places horizontalement^ 
le refroidissement par Tair ne serait pas proportionnel a la surface, 
mais serait rclativement plus grand pour les fils de plus petit dia- 
metre. 

Ceci n'a rien de paradoxal et se trouve meme en accord avec des faits 
deja connus. Le pouvoir refroidissant des gaz a en efiel des rapports 
intimes avec leur viscosite, c'esl-a-dire avec la resistance qui s'opposc 
au mouvement relatif d'un corps quelconque et d'une masse gazeuse 
en contact avec lui : Tetude, fondeesur la theorie cinetique du pouvoir 
conducteur des gaz, conduit a des formules analogues a celles du 
frottement; d'autre part, les. courants de convection qui, dans une 
masse gazeuse necessairement soumise a Taction de la pesanteur. 



32^1 CIl. niVIEKE. 

prennent naissance autour d'un corps cliaud ct doivenl exerccr une 
aiition considerable sur son refroidissement, rencontrent, a sa surface, 
le meme obstacle que le menie corps, aninie dun mouvement de trans- 
lalion, rencontrerait dans une atmosphere en repos. Or Tetude expe- 
rimentale de la resistance opposee par I'air au mouvement d*un objet 
solide a montrc que cette resistance diminuait moins vile que la sur- 
face de I'objel; il n'cst pas etonnant de retrouver un fait semblable 
dans Tetude du refroidissement. 

4° Influence de la nature dugaz. -— On a choisi parmi les gaz facilfS 
a obtenir purs ceux qui differaicnt le plus par leurs proprietes phy- 
siques : Tacide sulfureux, le plus facilement liquefiable de tous, le 
plus lourd apres le chlore, et Thydrogene. 

L'acide sulfureux a ete experimente avec le.fil de -~ de millimetre; 
pour en remplir Tappareil, on fit d*abord le vide a 3™™, 5; on laissa 
rentrer, a la pression atmospherique, de Tacide sulfureux prepare 
avec de Tacide sulfurique et du mercure; on fit de nouveau le vide 
a 5'°™ et on laissa de nouveau renlrer I'acide. Une eprouvette de gaz, 
extraite de Tapparcil a Taide de la trompe, et dans laquelle on intro- 
duisit de TeaUy ne laissa, comme residu de dissolution, qu'une bulle 
insignifianle. 

Les resultats obtenus dans treize series d'observations comprises 
entre lespressions 3oo™" el o™"^,oo5 sont aussi reguliers qu'avec Pair, 
et se presentent avec les memes caracleres generaux. Voici, par 
exemple, les rapports des ordonnees reduites des courbes correspon- 
dant aux exces loo*", sioo^, etc., aux ordonnees de la courbe d'exces 
nul : 

Tableau XL 

i»re«ion.. \^\{^. SOO^. 300». 400«. 500^ GOQo. 700«. 800«. 900". 1000«. 



mm 



3oo 1,25 1,56 1,85 2,1 5 

200 1,25 1,56 1,85 2,16 

loti 1,27 1,57 1,87 2, 1 5 

5o 1,24 1,54 1,85 2,11 2,35 

10 1,16 1,40 1,62 1,82 2,00 

5 1,10 1,32 1,55 1,69 1,73 

I 1,08 1, 14 1,20 1,25 1,29 1,33 1,37 

0,5 1,02 1,07 i,i3 i,i5 1,16 1,16 i,i5 

0,1 1,04 1,06 1,08 1,07 1,04 o,9j 0,95 0,90 0,86 

0,037 1,00 1,02 1,02 0,96 0,91 0,80 0,82 0,77 0,73 0,70 
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Les courbes /3 presentent le meme aspect qu'avec I'aip, a cela pres 
qu'ellcs ne se transforment qu'a des pressions plus faibles : la con- 
cavile vers Taxe des temperatures n'apparait qu'au-dessous de i"™, et, 
a o°^,o4 encore, elles montrent une legere convexite dans le voi- 
sinage de Torigine. 

L'hydrogene a et6 experimente avec les deux fils de ^ et ^ de milli- 
metre. Les resultats, surtout avec le premier, sont peu reguliers; de 
plus, le grand pouvoir refroidissant de ce gaz n'a permis d'operer, 
aux pressions elevees, qu'entre des limites restreintes de temperature. 
CependanJ, les observations confirment ce qu'avaient appris les prece- 
dentes sur rinfluence de la pression, et aussi sur I'influence du dia- 
metre du fil. 



II nous reste maintenant a comparer^entre dies les quantites de 
chaleur qu*enlevent, dans les memes conditions, les trois gaz etudies, 
a evaluer, en d'autres termcs, leur pouvoir refroidissant relatif. 

Le Tableau suivant renferme les ordonnees de la courbe d'exces nul 
pour Tacide sulfureux, ct leur rapport aux ordonnees de la courbe 
obtenue dans les memes conditions avec Tair : 



Tableau XU. 

Pro68lon«. Ordonaies. Bapporu. 
mm 

3oo 6900 o , 5o3 

200 C400 o,5oo 

100 58oo o,5o4 

5o '. . . 5200 o ,5o2 

10 43oo o,5o3 

5 4o3o 0,497 

3 38oo o , 496 

2 35oo o, 5oo 

I 3ioo 0,548 

o/'t 2760 0,681 

0,1 i25o 0,940 

Le rapport sc montre constant et exaclement egal a ^ jusqu'a 2°""* de 
pression; en dega, le pouvoir refroidissant de Tacide sulfureux se rap- 
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proche de cclui de Fair, ct Texperience le donne meme un peu plus 
grand aux tres basses pressions. 

Avec I'hydrogene on a oblenu, dans les memes conditions, les re- 
sultats suivants : 



Tableau XIII. 

PressIoDs . Ordonnees. Rapports. 



mm 

3oo 68000 4 J 96 

100 6o3oo 5,24 

5o 568oo 5 ,5o 

10 45700 5,34 

5 366oo 4 1 52 

3 3o4oo 3 , 84 

2 24700 3 , 34 

I iDDoo 2,71 

0,5 83oo 2,08 

0,1 2000 i,5o 

o,o5 800 i,o3 



Ici encore, le pouvoir refroidissant du gaz se rapproche, aux basses 
pressions, de celui de Tair. 

La premiere pensee qui se presente est que Tappareil devait, a me- 
sure qu'on y faisait le vide, laisser rentrer de Tair qui se substituait 
peu a pen an gaz introduit au debut; mais il est difficile d'admeltre 
une semblable cause d'erreur avecun appareil dans lequel on a pu, en 
y faisant le vide du 21 septembre au 4 oclobre, abaisser la pression 
jusqu'a o"",ooi, et cela avec des temps d'arret de plusieurs heures 
pendant lesquels on ne constatait aucune pcrte. 

On refit, cependant, dans Tbydrogene, une serie d'observations avec 
le fil de 2^^ de millimetre. Le gaz fut prepare avec un soin tout parlicu- 
lier. Outre Tacide phosphorique anhydre que renfermait deja Tappareil 
a faire le vide, on pla^a dans le flacon des fragments de potasse fondue 
pour absorber Tacide carbonique que le mastic aurait pu degager. Le 
gazextrait par la trompe entre les pressions i™",5 eto,i fut recueilli 
dans un tube divise et mesure sur la cuve a eau ; on trouva 
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On introduisit dans le tube un fragment de potasse; apres agitation, 
on lut 

On ajouta une dissolution d'acide pyrogailique, el, apres agitation, on 
trouva 

L'analyse ne decelait done de quantites scnsibles ni d'acide carbonique 
ni d'oxygene; de plus, le gaz brulait avec la flamme caracteristique de 
Thydrogene. 

La serie d'observations avail dure du 19 au 3o decembre; a cetle 
derniere date, la pression etait o™™,ooi; Tappareil, abandonne jus- 
qu*au 19 fevrier, accusa alors une pression de o,oi4; la perte par jour 
etait insignifiante. Les experiences semblaient done avoir ele failes 
dans de bonnes conditions. Or les resultats sont indiques dans le Ta- 
bleau suivant, presque identique au precedent : 

Tableau XIV. 

Pouroir 
reft-oldlMtnt 
PreMloDt. r«ltur. 

mm 

3oo 5,10 

100 5,23 

5o 5,35 

10 4} 43 

5 3,93 

3 3,77 

2 3,i5 

I a, 41 

0,5 1,76 

0,3 1,48 

Sans oser affirmer qu'un fail aussi remarquable que I'identite du 
pouvoir refroidissant des differents gaz aux basses pressions n'ait pas 
besoin d'etre confirme par de nouvelles experiences, nous rapproche- 
rons de la variation observee dans la valeur de ce pouvoir refroidissant 
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de I'hydrogene h diversite dcs nombres donnes par diflFerents experi 
mentateurs : 

Kundt et Warburg 7,1 

Winkelmann 6,3 

Narr 5 , 5i 

Dulong et Petit 3,45 
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Par M. Cyparissos STEPHANOS. 



L'importance de la theorie des invariants et covariants pour TAl- 
gebre n'est plus a etablir aujourd'hui. Independamment des grandes 
et profondes questions que le developpement de cette theorie a sou- 
levees, elle nous a appris a chercher, dans chaque probleme d'Al- 
gebre, tout ce qu'il pent y avoir d'inalterable par des substitutions 
lineaires convenables, et a donner ainsi aux methodes et aux resultats 
un cachet de perfection et une generalite puisee a la nature meme des 
choses. 

II est vrai que cette mise sous forme projectwe (comme on dit, 
d'apres une expression empruntee a la Geometrie) des diverses ques- 
tions d'Algebre n'est pas toujours Ires commode; ce qu'on pourrait 
attribuer, en partie, a des raisons subjectives. Mais le fait est que 
cette diOiculte est le plus souvent minime devant Timportance des 
resultats auxquels il s*agit d'arriver. 

La theorie de Telimioation, entre deux equations a une seule va- 
riable, a deja ete Tobjet de nombreuses recherches sous le point de vue 
de la theorie des formes; mais ces recherches se bornent, pour la plupart, 

Ann, de Vte, Norm. 3* Serie. Tome I. — Octobbb 1884. 4^ 
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a la inaniere dont on pout obtenir le resultant de deux formes don- 
nees, et il n'y en a que fort peu, si je uv. ine irompe, qui se rapporlent 
a la theorie generale du plus grand connnun diviseur. 

Par contre, on trouve, dans divers Menioires rediges en dehors de 
loute preoccupation de projeclivile, des resullats qui, bien que va- 
lables pour'le cas oil les equations considerees, supposees d'ordres 
donnes, n'adniettenl point de racines infinies, ne sont plus applicables 
au eas oil il s'agirait de cbercber les fact* urs lineaires que peuvent 
avoir en conimun deux formes binaires d'ordres donnes. 

Nous elant propose dernieremenl d'approfondir la theorie de I'elimi- 
nation sous le point de vue' projectif, nous sommes arrives a plusieurs 
nouveaux resultals, et nous avons trouve, entre autres, comment on 
devrait modifier les enonces des propositions defectueuses mentionnees 
plus haut, de maniere qu elles ne se pretent plus a aucune sorte d'ob- 
jections. 

Un des huts du travail acluel est precisemcnt de donner un apergu 
de ces divers resuhats en les presentnnt comme des consequences de la 
theorie des systenies lineaires de forujes binaires et de celle des formes 
apulaires, theories qui n'ont fixe Tattention que dans ces dernieres 
annees, mais dont I'importance sc monlre plus considerable d'un jour 
a Taulre. 

Le present Memoire peut etre considere comme constitue de trois 
Parties dislinctes. 

Dans la premiere Partie (§§MII), nous eludions les proprieles des 
sysiemes lineaires de formes binaires et les relations qui doivent avoir 
lieu entre k-h i formes binaires d'ordre m[m^k) pour que ces formes 
soienl liees entre elles par quelque relation lineaire. Celte premiere 
Partie n'est que le developpement, sous des points de vue diirerenls, 
des trois premiers paragraphes de notre Memoire sur les faisceaux de 
fornies binaires ayant une m&me jacohienne (*). Nous y avons pourlant 
ajoule (n*"* 10-13) divers resultats, mis en lumiere par des recberches 
posterieures pour la plupart a ce travail. 

Dans une seconde Panic (§§ IV-VII}, nous examinons les proprietes 



{}) Presente a rAcademie des Sciences de Paris dans la seance du vx dicembre 1881 ot 
insere dans le Rccucll des Meinoircs des Sava/tts et tankers, t. XX VU, n" 7; i883. 
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dedeux formes binairesa^' et </^'"' (o^/</w), liees enlre elles par la 
relation 

Nous etudions ainsi, d*une part (§IV), les formes a^' liees a une 
forme rfj[' ' donnee par la relation precedente, formes qu'on appelle 
conjuguees a d'^''\ et, d'autre part (§§ V-VII), les formes rf^" ^ liecs par 
la meme relalioii a une forme a^' donnee, formes qu'on appelle apo- 
laires a <*. 

Je passe ici sur plusieurs resultats nouveaux de cetle Parlie et je me 
borne a signaler, d'apres les resultats des §§ V-VII, les fails suivants : 

itant donnee une forme hinairef^^ a"^ quelconque, on peiil toujours 
determiner deux formes r^ et ^^, on k -i- 1 = m -^ ^, de maniere qu elles 
soient apolaires a f el nadmettent aucun facteur lineaire en commun. 
Les nombres k et I [k'^l) sont toujours determines d'une maniere unique. 

Si k = /, ce qui suppose que m soit pair, chacune des deux formes r 
et s peut itre determinee d'une infinite de manieres. Pourtant lefaisceau 
xr-h \s est toujours le mime, Les formes de ce faisceau constituent les 
seules formes apolaires a f qui soient d* or dre minimum. 

Si k < /, la forme r est completement determinee a un facteur constant 
pres, et constitue la seule forme d'ordre minimum qui soit apolaire a f 
Quant a la forme 5, elle peut itre determinee d'une infinite de manieres; 
malgre cela, le system e lineaire 



'X 



X'. " /• 1- X*, 



oil x^~* designe une forme arbitraire d'ordre I — k et \ une constante 
arbitraire, rcste toujours le mSme, 

Dans Vun et dans r autre de ces deux cas {kSl)^ les formes comprises 
dans I' expression 



( > ) Pour la commodity des notations je me servirai partout, par la suite, des notations 
symboliques, comme elles ont 6t6 misesen usage par MM. Clebsch etGordan. Le lecleur qui 
voudrail se familiariser avec ces nolations, dont nous ne ferons, du reste, ici que des appli- 
cations eli^menlaires, pourrait consuller I'Ouvrage de Clebsch : Theorie dcr bindrcn al^e- 
braischen Formcn (Leipzig, 1872), ou encore le premier Volume de la Geomelr/r du m^me 
auteur, publico par M. Lindemann (traduction fran^aise par M. Benoisl; Paris, 1879). 
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{ou les formes pet o sont arhitraires) constituent les seules formes d'ordre 
m^ t qui soient apolaires a f. 

Les formes rets, determinees d'apvis ce qui precede, peuvent Stre deux 
formes quelconques de leurs ordres respectifs^ astreintes seulement a la 
condition de n avoir aucun facteur lineaire en commun, II se trowe, en 
effet, quen partant de deux formes r* et s^j. arhitraires et nadmettant 
aucun facteur lineaire en commun, on peut toujours determiner d'une 
maniere unique la forme f^= a'^[m^=^k'\-l^i)^ de maniere qui! on ait 

C'est a ces proprietes qu'est due la relation qui existe entre la theorie 
de reliminalion et la llieorie des formes apolaires. 

Eiifin,- dans la troisieme Pariie (§§V1II-IX), nous nous occupons 
exclusivement de la theorie de relimiDationy pour le eas de deux 
formes binaires r=:r^ et ^ = 5^ [kSl). 

Les developpements de cette Pariie sont fond^s sur la consideration 
de la forme 

symetrique et d'ordre i — i par rapport aux A -h / — 21 -h a s6ries de 
variables binaires a?'~\a?', ..., o?*"^"^), dont Tevanouissement, pour 
quelque systeme de valeurs des a?'"*, a?', . . . , a?*^'"', conslitue la con- 
dition necessaire et suiTisante pour qu'une forme comprise dans Tex- 
pression 

soit divisible par la forme (a?a?'"'*)(rca?'). . .{xo^'^'~^)^ oil 

La grande importance des formes a>o, co^ , .^ . , coy^, (dont la premiere 
coincide avec le resultant des deux formes r et ^), pour la theorie de 
Telimination, tient a cette circonslance, que Tevanouissement iden- 
tique de la forme w/.^ fournit Tensemble des relations (fondamentales) 
qui doivent avoir lieu, entre les coefficients des deux formes r et s^ 
pour que ces deux formes admettent i facteurs lineaires en commun. 

Parmi les resultats obtenus par la consideration des formes o),-.,, je 
citerai ici les suivants : 

Pour que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs lineaires 



y 
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en commun [cest-a-dire pour que I' on ait <«),•_, = o), iljaut et il suffit que 
la forme 

qui est d'ordre (/ — i ) (A: 4- / — 21 -f- 2) par rapport a x^ soil [identique- 
ment) nulle, quel que soit x. 

En designant maintenant par j une valeur donnee de a?, choisie de 
maniere qu'on n'ait pas a la fois r[jr) = o et s{y) = o, on aura ces 
propositions : 

Dans le cas oii R/_, = o, R/p^o, le plus grand comrnun diviseur des 
deux formes r et s est une forme p[x)y d^ordre i, telle que 



0) 



/(^,7. J>---.7) = ^/>('^), 



X designant une constante differente de zero. 

Pour que les deux formes rets admettent ifacteurs Uneaires en commun, 
ilfaut et il suffit qu'on ait 

Si Von veut, de plus, que les deux formes r et s n^ admettent pas plus de 
ifacteurs Uneaires en commun, ilfaut ajouter, aux i relations pr^cedentes, 
Vinegalite R|(y ) ^ o. 

Pour que les deux formes r et s admettent, comme plus grand commun 
dwiseur, une forme d'ordre i, ilfaut et il suffit que la forme, d'ordre / — i 
par rapport ax, 

co/_i(^,j,7, ...,7) 

soit nulle, quel que soit x^pouivu quon ait, en mime temps, R,(y) ^ o. 

Cette derniere proposition est d'autant plus remarquable que Teva- 
nouissement de la forme w/^i(a;,j^,j^, ... ,y)y quel que soit a?, ne peut 
fournir aucune indication sur !e nombre des facteurs lineaires que les 
deux formes r et 5 peuvent avoir en commun, dans le cas ou Ton aurait 
R,.(y) = o (voir le n^ 46). 



334 



C. STEPHANOS. 



I. 

Propri6t6s relatives au cas oA Ar + i formes binairesy = aj^ (/n>Ar) 
sont li6es entre elles par quelque relation liniaire. 

1. Soient^-hi formes binaires d'ordre m(> A) 

C'est une proposition clementaire que si ces formes sont liees entre 
eiiespar quelque relation lineaire 

tous les determinants (d'ordre A: -h i) du systeme 









(0 



^o> ^1 > • • • > ^/«> 



«s*, «t» 



» «/« 



doiventetre nuls, et reciproquement. 

II importe de remarqiier que les diverses equations qui expriment 
Tevanouissement des (X+/) determinants d'ordre ^-hi du sysleme 
precedent peuvent etre condensees en une seule, celle qui exprime 
Pevanouissement (identique) de la forme 



(A) 



• ••••• •••••• 

/*(-r») /*(x') 






• hi^") 



quelles que soient les valeurs attribuees aux variables 



%A^ ) %Mj j • • • j %A^ % 



Et d'abord il est clair que, lorsque les ^-f-i formes y} sont liees 
entre elles par quelque relation lineaire, la forme pr^cedente (A) est 
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idenliquement nulle. U s'agil done d'etablip que, reciproquement, 
revaiiouissemenl idenlique de la forme (A) conduit precisemenl aux 
(aV/) equations qui expriment I'evanouissemenl de tous les determi- 
nants du sysleme (i). 

Pour cela, remarquons que, d'apres un theoreme du a Binet et k 
Cauchy, la forme (A) doit etre egale a la somme des produils des de- 
terminants du systeme (i) par les determinants correspondants du 
systeme 

01> \1/*^01 *^0l» • • • ■> 



m 
US' 



(a) 



..m ///I \ y./M-l ,. ,«w 

*^ I I » Vl/'^tl **'1J> •'•« *^it> 






Or, ilest clair que les divers determinants dece dernier systeme sont 
des formes lineairement independantes enlre elles, ce qui revienl a 
dire qu'une coml/maison lineaire 2L/X/ des determinants X/ de ce sys- 
leme ne peut etre identiquement nulle que dans le cas oil tous les 
coefficients L, sont nuls. On voit par la comment Tevanouissement 
idenlique de la forme (A) a pour consequence Tevanouissement de 
tous les determinants du systeme (i). 

2. A cote de la forme (A) se place encore une autre forme, conle- 
nantm — k series de variables a^*"*, x^'^^, . . ., a?"*, et qui, a Texemple 
de la forme (A), ne peut etre identiquement nulle qu'aussitot que les 
determinants du systeme (i)sont tous nuls. 

Celte seconde. forme est la suivante : 



(B) 



'^0 


"1 


< 


«1 


• • • 


« • « 




5*M 


tm 

^0 


?r 



a 
a 




m 

1 

//I 



ai 



in 



'•//I 






oil nous avons pose, pour abreger, 



;)— {—ly^ix-^ft ^ (i-^A- -h I, A-l- 2, ..., /n; 7 = 0, I, .. ., m). 
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Comme celte forme est egale a ia somme des produits des determi- 
nanls dusysteme(i) par les determinants complementaires du systeme 



^0 > ^1 > • • • > *»/« > 



(3) 



ou 



• • » 



tm tm tm 

^0 » ^1 » • • • > ^m) 



on voitque, pour passer de la forme (A) a la forme (B), il suffit de 
considerer Texpression (unique) de (A) en fonction lineaire des deter- 
minants du systeme (2) et d'y remplacer, au lieu des determinants du 
systeme (2), les determinants complementaires du systeme (3). 

3. Au lieu de la forme (A), qui est alternee et d'ordre m par rap- 
port aux a?®, X*, . , ., ^, on pent aussi considerer la forme, symelrique 
et d'ordre m — k par rapport aux a?®, x\ . . ., a:^, qu'on obtient en di- 
visant (A) par la fonction alternee 



A(j70,a?*, . . .,a?*) = (— 



JKAr + l) 



(- 



•) ' 


{x^x^ 


){x^x^),. 


.(^*- 


-»a:*) 


I) * 


X^ 

x^ 


^0 1 "^Ol 


• • • 

• • • 


^01 
x^ 




^Ix 


^ix^^kt 


• • • 


^k\ 



Cetle nouvelle forme, nous la representerons par 



(C) 






Cest un fait connu (*) que, si Ton represente par 



la forme 



hz=Li.{^y)hjx\^^-U{ 



(*) Fo/> le M^moire de M. Gordan : Ueber den grosstcn gcmcinsamen Factor (Math, 
ANnalea,i, VII, p. 43^-448, 1874). 
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les quulieuts des divers determinants du systeme 
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C'^ 



-m ^m- 1 y. ^m 

*^0t» "^0 1 '*0J> •••> ^Qt^ 

11» '* t 1 '^U* •••» *^1J» 



/ 



, '^XtJ '*')tt *^A1> •••> »*'A'j> 



par la Conction alternee 



•* I J- J «* ^ • • • • »*' I 



sont egaux aux determinants complementaires du systeme a m 
lonnes 

/'o, ('r*)^'i. ('r)/'i, ...» o, 



• > 



o, 



• •«•• ••• 



» • > 



o, 



o, 



. . . , At^.|.|. 



I CO- 



De la il suit que Texpression entiere de la forme (C) est 



(C) 



■ V »*' > ** > * * • > *^ / "■"" 



«J 


(?)«? 


«J 


('?)«} 


«J 


(7)«i 


/«. 


(*f)A, 





/«o 


o 


o 



a 
a 



m. 

1 
w 



//» 



O 
O 



4. D'une maniere analogue, on peul considerer, au lieu de la t'ornio 
alternee (B), la forme symetrique et d'ordre k -h i par rapport a clia- 
eune des m — k series de variables c(^^\ ocf'^'^^ . . ., x'" 



(J>) 



11 (x^^', j;^-\ . . ., ;r'«) = ^ - ala\..,aiitt\ • • -5 



m 
m 



A(x*-^>,^^-^-«, ..., J7'") 



qu*on ohtienl en divisant la forme (B) par la fonction alternee 



( m — A- u m — /t — 1 > 



Ann.dr I'F.c, IS' or male, 3' Serie. Tome I. — Octodre 1884. 
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Voici mainlenant comment on pent obtenir Texpression entiere de 
la forme (D). 

Supposons qu'on ait remplace, dans Texpression de la forme (B), les 
coefficients a) des formes/ 

yo* fit ' ' *9 fk 

par les coefficients correspondanls (— lYxj^oc"'^'^ des formes (a^p*)'" : 



(xx^)"", {xx^y^, ..., {xx'^y*'. 



On obtient ainsi une expression qui est egale a 



m(m-4-l) 



Pour arriver maintenant a I'expression de la forme (B), par le moyen 
* des symboles a,-,, a/^ des formes 

il suffit evidemment de remplacer, dans Texpression 

les variables a?,, , a:,a (i — o, i , .. .,k) par les symboles — a,2, a/^ . 
De celte maniere on trouve 

m'm-4-1) 

etant pose 

/riA + lt 

( a I Uj ) -^L a/1 ayj — a,, ay, . 

I/expression cherchee, de la forme (D), est done 

• /|VV ' »»(W t -4-l) ' ~ 

' 1=0 
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II importe de remarquer qu'en posant 
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et 



rf^ * = ( j-a-*+» ) ( ^j?*+» ) . . . ( J- J-'" ) 



(rfa,)"'-*af^ = a/;j«+.a/jj+.. . .n,;c-aL= -(*)Aya-*--'V, 



on a 



A." 
AJ 



A^ 
A| 



Al 



• • • t • • 



• • • • 



At 



Ai 



mim-hl) Aik-^l) 



= (-!) « 



I li(^*'»-»,a?*-^«, r"»). 



5. Comme les determinants du systeme (2) sont des formes lineaire- 
ment independantes entre elles, il faut bien que les (7^1) formes, 
symelriques et d'ordre m—k par rapport aux x'^, x\ ..., .r*, qu'on 
obtient en divisant ccs determinants par 

soient aussi des formes lineairement independantes entre elles. 

Or on salt que toute fonction symetrique et d'ordre m — k^o par 
rapporta^-H i variables jJoi-^m •••♦ i2?A(non homogenes) peut elre com- 
posee lineairement, et cela d'une seule maniere, au moyen de ("'.V ) 
fonctions symetriques elementaires de la forme 

De la on deduit aisement que, si Ton considere Texpression de la 
forme (C) en fonction lineaire des formes symetriques elementaires 



'• -«"»—*—'• *,'! .y.'n-A-<l 



*rf J7a I *^ 



1 **'0l 



»rj, d"j J 



^kl'^ ki 



correspondantes, les coefficients de cette expression seront des combi- 
naisonslineaires, lineairement independantes entre elles, des determi- 
nants du systeme (a). 
Des proprietes analogues subsistent, evidemment, pour la forme (D). 
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II. 

SysUmes lin^aires de formes bioaires. — Formes inTolntiTfls. 

6. LorsqueA + i formes binaires, d'ordre ffi{m>A), 
/../.. ■■-./*, 
sont lineairemenl indepeDdantes enlre elles, on dit que les furmes 
comprises dans I'expression 

oil les Xo. X,, •.., X, designenl des parametres arbitraires, constiluent 
un sysle'me lineaire d k parametres. Celles des formes d'un tel systeine, 
qui nc different enlre elles que pap un facteur constant, sontconsiderees 
comme coincidenles, c'est-a-dire comine constiluani un meme iodividu 
du sysleme lineaire. Dans les cas oii i( = t el ^ = a, le sysl^me lineaire 
est designe sous les noms de/aisceau el de riseaa. 

A la notion d'un systeine lineaire de formes binaires, tel que (4)< 
correspond une notion geometrique egalement importante. Ainsi, lors- 
qu*on considbre les groupes de points (nu aulres elements) representes 
iiur une droite (une courbe rationnelle, etc.) par les diverses formes 
binaires d'ordre m appartenant a un systtsme binaire a k{'im) para- 
metres, on oblient un systeme k fois infini de groupes de m points, 
auijuel on a donne le nom i^ involution du m'^"" ordre et du k'*"" rang {*). 

Pour obtenir la condition, pourqu'une forme du systeme lineaire (4) 
-soit divisible pur 

(xx")(a-^-').,.(-rj:*), 

%■ ii suffit, evideinment, d'egaler a zero le determinant qn'on obtieni en 
i'liminant les parametres X^.X X,, ainsi que lesm — i coefTicienis 

(') Ces involutions ont 6l6 consid^r^es, pour le cas oil A<i, par Poncelel (dans la 

f i' Wllion de son Trait€ den propiiites projeclives des figures , *' volume, p. a35-a67, 

} i%^),^\\a^\\M[SidU furme biniirie di grada qitalunqiie [MemoriedeU'Aceait. diNapoli. 

\.; '"67)], l^yley et autres auleurs. Dans ces derniere temps, elles out fail I'objet de nom- 

- breuses recherclies t^^omdlriques par HM. Eiiiile Weyr, Le Paige, Franz Meyer, etc. , sans par- 

ler des Iravaux alg^briques qu'on pent y raltarher Element et que nous aurong I'orcasion 

de riler par la suile. 



I 



J 
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de la forme (f{x) d'ordre m — ^ — i,entre les /n-h i relations aux- 
queiles conduit revanouissement identique de la forme 

Ainsi, en representant la forme 



par 



(xx^) {xx^). . .{xx*") 

h = /4^» -iz: I,{^y)hjx\^'~'^X^^, 



on aura, pour expression du delermipant en question, 



(C) 



a 



a 



a: 



o 



o 



(?)«? •• 


■ < 


('r)«i •• 


■ aj„ 


('r)«t •• 


' ^m 


(*t')/'. •• 


O 


/., 


O 



hk+\ 



elant pose 



fi^HDci^^'r^i^ 



Du resle, nous savons que Texpression prccedente est egale a la forme 



(C) 



*(./?% .r', . . .,x*') 



.,.,_S±/o(.rO)/.(^n...A(a:*) 



•A I tX' • >M, • • • • y uC- 1 



que nous avons deja eu a considerer au n'^ 3, forme qui ne saurait elre 
identiquementnulle (queiles que soienllesa;",a7*, ...,a?*) lant que les 
formes/,,/,, ...,/sont lineairement independantes entreelles. 

Toute forme symetrique analogue a la forme (C) pent etre appelee 
forme symetrique involutive, comme correspondant a un systeme lineaire 
a k parametres et definissant, par consequent, une involution du m'*'"' 
ordre et du ^**'"*' rang. 

De meme, on pent d^ppelev forme alierneemvolutwe toute forme aller- 
nee analogue a la forme 



(A) 



l±/o(.^-«)/i(.r')..,A.(.r^). 



Un systeme lineaire a k parametres, lei que (4), esr completemenl 
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determine lorsqu'on donne ies rapports mutuels des determinants du 
sysleme 

I ^Qt "i » • • • > **m» 
^0» ^1 » • • • » ^/w> 



lO 



^0' ^1 » • • • > ^ my 



puisque Ies formes involutives (A) et (C) correspondantes soot alors 
oompletement determinees (ro«>n°* 1 et 5). 

Les rapports mutuels des determinants du systeme (i) ne changent 
pas lorsqu'on remplace les formesy/ par d*autres formes, lin^airement 
independantes entre elles, conlenues dans le systeme (4). De la il suit 
qu'un pareil sysleme lineaire est susceptible d'un nombre (^ -f- 1 )(/w — it) 
fois infini de determinations. 

7. Comme les determinants d'un systeme a m lignes et a m 4- 1 co- 
lonnessont, en general, independants les uns desautres, il se trouve 
que toute forme alternee et d'ordre m (de meme que toute forme 
symetrique et du premier ordre), par rapport a m scries de variables 
binaires, est involutive par rapport a toutes ces series de variables. 

Parcontre, pour qu'une forme alternee et d'ordre /w(ou une forme 
symetrique et d'ordre m— k^ i), par rapport a/t-f- 1 <; m series de va- 
riables^^, a;*, ..., a?*,soit involutive par rapport a ces variables, il faut 

que ses f ^ j coefficients satisfasseul ^ un grand nombre de rela- 
tions correspondant aux relations qui existent entre les determinants 
du systeme (i). 
Ainsi, par exemple, pourqu'une forme 

alternee par rapport a deux series de variables binaires x et/, soit 
involutive, c'est-a-dire de la forme 

/o(^)/i(r)-/o(7)/i(^), 

il faut et il suftlt que la forme 



; 
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soit ideiUiqucmenlnuUe, quelles que soienl les valeurs dc x,y,z,t{*). 

line forme symetrique et involutive par rapport a ^ + i series de 
variables x^, x\ . . ., o;^ jouit de celte propriete qu'elle est aussi invo- 
lutive par rapport a A'-t- r quelconques de ees ^ -t- 1 series de variables. 

Ainsi, en supposant que la forme involutive symetrique 

soit relative au systeme lineaire (4), la forme involulive 

sera relative au systeme lineaire compose par celles des formes du 
systeme (4) qui sout divisibles par 

Cette forme involutive (p{x^^x\ ..., jc''') pent qnelquefois devenir 
identiquemenlDulle par un choix eonvenabledes parametres j*'"'\ . .., 
y*; dans ce cas, les formes du systeme (4) qui sont divisibles par 

forment un systeme lineaire a plus de k' parametres ( * ). 

Reeiproquement, on pent demontrer que, toutes les fois qu uuejonne, 
symetrique par rapport a k 4- i series de variables binaires x®, x\ . . ., a^, 
est involutive par rapport aun certain nombre k' -h i [k'^o] de ces 
k -H I series de variables, elle doit Stre aussi involutive par rapport a I en- 
semble de ces k-h i series de variables x^, x\ . . ., x^. 

II s*ensuit de 1^ que : . 

Pour quune/orme, symetrique par rapport a k-h i series de variables 



(*) Voir, pour la demonstration de celte propri6t6, notre Memoire sur leffaisceanx tic 
formes binaires ayanl une memc jacobiennCy p. 29 [Rrcueii ties Mc'moires des savants 
etrangers, t. XXVII, n* 7; i883). 

(» ) I>es valeurs de /*'-^-', j*'"^*i . . . ,^^ pour lesquellos cette circonstance a lieu sont c«^lles 
qui annulent tous les determinants du systeme : 
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binaires, soil involutwe par rapport a toutes ces series de variables , ilfaut 
et il suffit qu'elle soil involutive par rapport a deux de ces series de varia- 
bles arbitrairement choisies. 

8. De meme que les formes (A) el (C), les formes (B) et (D), consi- 
(lerees aux n"* 2 et 4, sont involulives par rapport aux m — A series 
(le variables 

quiyenirent. Le sysleme lineaire auquelse rapportent ces deux formes 
est celui que Ton appelle conjugue d\x systeme lineaire (4). auquel se 
rapportent les formes (A) et (C). 
Deux formes binaires 

sont appelees conjuguees (d'apres M. Rosanes) lorsque leur invariant 
simultane 

est nul. 
Si m formes binaires d'ordre m 

conjuguees a la forme/ sontlineairement independantes entre elles, 
toute forme g = g^\ conjuguee a /, sera comprise dans le systeme 
lineaire 

De meme, etant donne un sysleme lineaire a k parametres 

les formes d'ordre m conjuguees aux formes de ce systeme donnent un 
autre sysleme, a m — ^ — i parametres, 

C'est ce second systeme lineaire qu'on appelle conjugui Am premier (* ). 
Puisque les /w — A: formes g^^^, ---f gm correspondent k m — k so- 



(1) Dans son M^moire cit6 plus haul, M. Battaglini avail d^ja consid^rd la nolion des 
involutions coniugnees, qu*il appelle involutions associees. 
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lutions lineairemenl independantes des /•-+- 1 equations linoaires 

il faul bien, d'apres un theopfeme enonce d'abord par Grassmann el 
retrouve depuis par divers gcometpes (Clebsch, Brill, d'Ovidio), que 
les determinants du systeme 

(6> 

'. ">«' V I / " III 1 ' ' ' 'i( ' 

soient proportionnels aux determinants complementaires du sys- 
teme (i), 
Ce fail peutservir a demontrer que la forme involutivo 

relative au systeme lineaire (5), conjugue du systeme lineaire (4). 
coincide, aun facteur numerique pres, aver la forme alternec (B) con- 
sideree au u** 2. 

Pour cela, il suffit de remarquer que la forme involutive 

— ^^^ A Ah-I ^ •'* ) fi k \ IK'' ' • • • A /// * •' .' 

est egale k la somme des produits des determinants du systeme (6) 
par les determinants correspondanls du systeme C^). 
II est, de meme, aise d'etablir dircctement que la forme 

(D) l2(,r*-^\ .r*-^S . . . , .r"') -= (- i ) ~- ^ '"'' ' :l .1: AJ A 1 . . . K^, 

consideree au n*^4, coincide avec la forme involutive symetrique rela- 
tive au systeme lineaire (5), conjugue du systeme (/|). 

Pour cela, supposons qu'une forme conjuguee aux formes du sys- 
teme lineaire (4) soil divisible par 

elsoit^ = ^j^r * ^^^^^ forme. Nous aurons ainsi les k 4- i relations 

O — {/h g)m = {ciiCY{aid)'"-^:=:z (— |)"' "^ ( «, r )^>7,v. "^.t' - • • • ^.x ', 

( / = O, I , . . . , /.). 
Aun. de I'Kc. ^'ormoie. 3*" Serio. Tomo I. — Octobrk iHS'^, \ \ 
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Pour obteii'ip la condilion pour qu'une des formes conjuguees aux 
formes du sysleme lineaire (/|} soit divisible par d"'^, on aura evidem- 
ment a elimincr les k -h i coefrieients de la forme c* entre les i + i 
relatioDS precedenles. Or il est a remarquer que le resullat de cette 
elimination est, a un fucleur nuinerique pres, egal au determinant 



(d« n" 4), el par consequent proportionnel a la forme (D). Cette forme 
(D) est done la forme involutive symetnque relative au systeme li- 
neaire {~>), conjugue du sysleme (4) (')■ 

9. Dans le cas oil k = m, la forme involutive [D], de mSme que la 
forme involnlive(C), se reduil. a un facteur numerique prfes, au deter- 
minant 

Par contre, dans le cas ou k = o, la forme involutive (C) peut etre 
supposee igale a 

/(.r) = <, 

dc sorle quo la formo (D) correspondante sera 

On remarquera que cette derniere expression est, au signe prfes, 
egale a cc que devient I'invariant {f,g)„ — {a'>)"' des deux formes 
/ - a'" et ^ - f)"'. lorsqu'on suppose 



(') On d^montrerait, do nn^mc, que l.i condilion nScessairo ot Buflisante pour que les 
fonnesdusysl6Tr[e(5)divisible9parrf"~*'= (j.-j;*'+') (.rj^'+»j. ..(xj^jiOftA' > i, formenl 
uD syEl^me lineaire a plus de X' — ^ — i paramotres, console danj I'^vaDOuissement de lous 
les delerminaiils du sy&l^me 



6lnnl siippive que Ton ait 
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10. Les deu\ formes invoiuUves( A ) et (B) jouciit uu role important 
dans la theorie des combinants des k -h i formes 

c'est-a-dire de ceux des invariants et covariants de ces formes qui se 
reproduisent multiplies par une puissance du determinant 

— ._ Ay A I . . . A^., 

lorsqu'on remplace ies formes/ par des eombinaisons lineaires 

de ces memes k -\- i formes. 

D'apres un llieoreme du a M. Gordan [Veber Cornbinanttn [Math. 
Annalen, t. V, p. 1 16, 1872)], les covariants et invariants de la forme (A) 
fournissent lous les combinants des A 4- 1 formes/. D'autre part, de 
recentes recherches ont conduit a cette remarque importante que la 
meme propriete apparlient aussi a la forme (B). Ainsi done : 

Deux formes involuUves relatwes a deux systemes lineaires conjugues 
doivent admettre les minxes cos^ariants et invariants ^ ce qu'on pent aussi 
exprimer en disant que deux systemes lineaires de formes binaires^ con- 
jugues entre eux, admettent les mSmes covariants et invariants (' -. 

Le fait que deux formes involulives, telles que (A) el (B), relatives a 
deux systemes lineaires conjugues, constituent chacune un covariant 
de Tautre, resulle assurement de ce que les formes de chacun de deux 
systemes lineaires conjugues sont liees aux formes de Taulre par des 
relations invariantes. Pourtaul, on pent encore trouver un autre motif 
de ce fait, etqui tient ala maniere dont on pent passer (d'apres le n°2) 
de la forme (A) a la forme (B). II se trouve, en elfel, que si, en pariant 



( •) Ces th^oremes, que j*ai toujours ronsi(16r6s comme ^taiit ^vidents a priori (de m6me 
que leurs generalisations relatives a des formes a plus de deux variables), se trouvent dAment 
exposes el utilises dans men M^iiioire d^ja cii6 Sur les faisccaux dc formes binaircs ayant 
une meinc j(ic<}bu'nm\ Memoirc qui avait t^te prcsonte a rAcadtiniie des Sciences de Paris dans 
la seance du 10 d^ccmbre 1881. Pourtant e'est seulement dans le Happort de M. Jordan 
(Coinptes rcnditSy t. X('IV, niai i88j>) qu'il en est fait mention [>our la premiere fois. Voir 
aussi M. Brill : Ueber biniircn Formc/i und die Gleic/utii'^ scc/isten Grades {Mai/i, Jn- 
nafert^ t. XX, p. 33o-33G; 1882). Franz Meyer, Apolariuu und ratioiwle Cutvcn (Tiibin- 
gen, i883). 
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d*une forme alternee quelconque, d'ordrem{^k) par rapport a k-\- i se- 
ries de variables binaires x^^ .i' , . . . , .r '' et qui soil exprimde en fonction li- 
neaire des determinants dn systime[i) [ce qui est toujours possible d*une 
seule maniere)y ony remplace, au lieu des determinants du systeme (2), 
les determinants complem^ntaires du systeme ( 3), on ohtientune nouvelle 
forme, alternee et d'ordre m par rapport aux m — k series de variables 
binaires x^\ .r* -, v"\ laquelle cons tit ue un covariant de la pre- 
miere ('). 

111. 
Sur les determinants fonctionnels. 

11. Parmi les formes/-- a'" d'un systeme lineaire a k parametres 

il y en a seulemeiU [k -r- i)[in — k] qui admettent comma facteur ia 
puissance (^* 4- 1)''*°*^ d'une expression lineaire [xy), Les valeurs Aq y 
auxquelles correspondent de pareils facieurssontprecisemeatceux qui 
annulent le determinant fonclionnel 

.^,. v_^^Vi _^'A ^ 

des k -\- I formes/. 

La forme (tl^) doit, d'apres cela, etre proportionnelle a la forme 
Q(.z-, .r, . . ., r) ([u'on oblient en faisant ^** = /r* nr . . . = ^* = x dans 
la forme involutive symelrique (C), relative au systeme lineaire consi- 
dere(/i). D'aulre part, il est aise de voir que I'expression symbolique 
de la forme (E^) est, a un facteur numerique pres, 

(E) A(r/„ a,, . . . , «A )^oV^ a;V^' • • • «ax'^. 



( ' j La consideration de deux formes allernees, deduites Tune de I'aulre d'apr^s ce proc^d^, 

est d'une grande iini)orlance pour la llieoric des formes binaires (entre autres, elle conduit 

a do nouvcaux aper^us sur la loi de reciprocile de M. liermile). Dans una occasion pro- 

chaine nous csperons publior relaliveraciit a co sujet un petit travail Siw In theoric des 

formes com I element aires . 



/ 
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D'une maaierc analogue, le determinant fonclionnel 

(£1) V -_^ lL___l!±tl [.—-ittl ... ''^.li' , 

relatif au systeine lineaire 

conjugue du syslenie lineaire (4), ne s'annuie que pour celles des va- 
leurs/ de x auxquelles correspondent des formes [xy^'^ entrant en 
facleur dans quelque forme du systeme (5). La forme (E*) doit done 
etre proporlionnelle au resultat Q'(.r, r, ...,.r), qu'on obtient en fai- 
santoT*^' =. x^ '^ — , . , ::= x"' — X dans la forme involutive (D), relative 
au systeme lineaire (5), c'csl-a-dire qu'elle doit etre proporlionnelle a 
la forme (E) precedente. 

On voit, d'a|)res cela, que deux sysiemes lineaires de formes binaires, 
conjugues entre eux, dowent admettre les m^mes determinants fonction- 
nels. On a ainsi l*exemple le plus simple de ce fait que deux pareils 
sysiemes lineaires admettent les memes covariants (n°10). 

Dans son Memoire deja cite {Math. Annalen, t. XX), M. Brill a fait 
voir que le discriminant du determinant fonctionnel (E) se decompose 
en deux facleurs entiers, lesquels sont respeclivement d'ordres 

/ (m — k -;- 1) et {ni — A — i) (/ -h a) 

par rapport aux divers determinants du systeme (i) (*). 11 est a remar- 
quer que revanouissement du premier de ces facteurs constilue la 
condition necessaire et suflisante pour qu'il existe dans le systeme 
lineaire (4) une forme admettant un facleur lineaire (/n — ^-h i )"«*'*, 
tandis que Tcvanouissement du second facteur constitue la condition 
necessaire et suffisanle pour que, parmi les formes du systeme con- 
jugue, il y en ait une admettant un facteur lineaire [k -h a)"!*** [voir 
n** 15). 



(*) Le cas ou / --- i avail d6ja 6l6 consid6re par Salmon [Higher Algebra ^ 3' Edition, 
n" 180). — Dans une Note Sur le sys(cme complet des comhinants de deux former binaires 
biquadratiqiies [Cnmptes rendits, t. XCVH, p. 27, i883) nous avons donn6 (pour le ras ou 
X = 1, m =z j) I'expression des doux facleurs du diacriminant de la jacobienne {«^)'^*^i, 
en foncliou enlierc des invariants (combinants) du faisceau la'^ -+- /x^*. 
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On doit aussi a M. Biill une demonstration de ce fait que le deter- 
minant fonctionnel (E) d'un systeme, tel que (4)» pent coincider avec 
toute forme binaire d'ordre (X -f- f) (w — k). 

12. Donner (a un facteur constant pres) le determinant fonctionnel 
d'un systeme lineaire, tel que (4)> revient evidemment a donner 

(X* -h I ) (m — k) relations lineaires et homogenes enlre les { /. - ) de- 
terminants du systeme (i), determinants que j'appellerai, pour abreger, 
coordonnees du systeme lineaire (/|). Aussi le probleme de la determi- 
nation du nombre des systemes lineaires d'ordre m et a A: parametres 
(ou bien des systemes lineaires d'ordre m et a //^ — X — i parametres) 
qui admettent un determinant fonctionnel donne est identique au fond 
avec le probleme de la determination de Vordre 

du systeme d'equations par lesquelles sont lies entre eux les determi- 
nanls du systeme (i), ou bien ceux du systeme (G), probleme qui est 
d'une importance capitate pour la Geometrie d'un espace a m dimen- 
sions (*). 

On voit, d'apres cela, que le nombre N (/ -f- 1 , m — k) represents non 
seulement le nombre des systemes lineaires, tels que (4), donl le deter- 
minant fonctionnel serait une forme donnee d'ordre [k -\- \){m — k), 
mais, aussi, le nombre des systemes lineaires, tels que (4)? dont les 
coordonnees salisferaient a [k -^ \) [m — k) equations lineaires arbi- 
traires, ou, en d'autres termes, le nombre des formes involutives 



(>) L'examen du ciis ou m =4? ^ — i (ou / =: 2), el oil N{2,3) = N(3,2) -- 5, nous a 
conduit a de nombreux r^sultals, communiques k rAcad^mie des Sciences de Paris dans les 
stances des 17 et 24 octobre 1881 [Sur une configuration rrmanfuable de quinw ccrcles at 
sur les congruences lineaires de cercifs dans r espace [Coinptes rcndus, t. XCUI, p. 678 
et 633)]. Quant a I'etude d^taillde des faisccaux (et des reseaux) de formes biquadratiques 
ayant pour jacobienne (d^lerminant fonctionnel) une forme donnee du sixieme ordre, nous 
lui avons consacrd toute la seconde Partio (p. 57-1 35) de notre Menioire sur les faisccaux 
de formes binaires d6j4 cite (vo/run court extrait de ce Memoiie dans les Comptcs rendus du 
10 deccmbre 1881, t. XCHI, p. 994)- 
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symelriques et d'ordre m ^ k par rapport aux x^,x\ . . . , .r*, dont les 
coefficients seraient lies par (X•-^ \){m — h) conditions lineaires ('). 
Dans une Communication faite a la Societe mathematique de France, 
il y a quatre ans (seance dii i3 decembre 1880), nous avons donse la 
valeur du nombre N (/?• 4- \,m — k) pour le cas oii ^ rz= i . Cette valeur, 
qui a ete aussi oblenue depuis par M. Franz Meyer (^), est 

y.r, . \'?.(m — \)y, 

(m — \)\ m\ 

J'ajouterai que, tout dernierement, M. Schubert a annonce (') que, 
par Tapplicalion des methodes de la Geomelrie enumerative, il a pu 
arriver a ce resultat, que, dans un espctce a m dimensions y le nombre 
des varietes lineaires a m — k — i dimensions qui rencontrent [en un 
point) chacune de [k \-\)[m—k) varietes lineaires a k dimensions 
donnees est egal a 

i!:^!3!.-..A-![(/-4-i)(/;i — A)]! 

■ ■ — ■ ■ ■ ■■ — — ■ • 

( nt — A ) ! ( //i — A -i- 1 )!...( /;i - - 1 ) I /n ! 

Si ce resuUat est exact, comme il y a tout lieu de le croire, nous 
aurons 

N( A- 4- I , /// — A) = N(/n — A-, k -+- 1) 

_ [!!!:^!...A!][j!oJ...(m — A — i)!][(AM-i)(m-A)]! 
"■ i!2l3!...(m — !)!/;;! 

13. Etant donnees /• -1- i) (/w — k) -h i equations lineaires et homo- 
gfenes entre les determinants du systeme (i), on ne peut, en general, en 
deduire aucun systeme de valeurs pour les rapports de ces determi- 



1) On remarquera que, si I'on consid^re les deux formes involutives sym6triques 
relatives au systeme lindaire (4) et k son conjugu^ (5), toute relation 

oil les jo,;', •.,.)', j' ", .. .,^>'" ont des valeurs donn6es,constitue une condition lin^aire 
entre les determinants du systeme (i). 

(2) Franz Meter, ApolarluU tind rationale Curven, p. Sgi (Tiibingen, i883). 

(3) Dans les MUtheilun^en drr Mathcin. Gcsellschaft in Hamburg (n** 4, p. 87 ; 1884 ). 
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nanls, de sorte que, dans ce cas, la seule solution permise est de sup- 
poser que tous ces determinants soient egaux a zero. 

Par contre, pour que les (^- -f- F)(m— X) 4- 1 equations donnees 
soiept compatibles avec le systeme de relations qui lient entre euxles 
determinants du systeme (1), il faut que los coefticients des equations 
en question satisfassent a une certaine relation, dont le degre, par 
rapport aux coefticients de chacune de ces equations, doit etre egal a 

N(A--f- 1, m — A). 

Supposer que le determinant fonctionnel des X- -+- 1 formes binaires 

soit identiquement nul revient evidemment a donner {k-i-i){m — X) -h i 
equations lineaires entre les determinants du systeme (1). Maiiitenant 
c'est un fail de la plus haute importance, que ces (/• -4- i Vm — X) -i- i 
equations ne peuvent etre satisfaites autrement qu'en supposant que 
tous les determinants de la malrice (i) soient nuis. Nous avons, en 
effet, ce theoreme : 

Le determinant fonctionnel 



v-,-^>Vo <y\f\ 



V -\_ 



dek 



I formes binaires d'ordre m[m^k), 

./()» ,/l » • • • > J k* 



nepeut St re identiquement nul que dans le cas oiu les k -h i formes J i sont 
liees entre elles par quelque relation lineaire. 

Ce theoreme n'est qu'un simple corollaire de cette proposition fon- 
damentale, que si X- -h r fonctions /o,/, . . . - , f d'une variable x sont 
telles que le determinant 

dx dx' dx^ 



/o 



A 



dx dx' 



r ill ilA 

'^ dx dx' 



dx^ 



dxi 
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soil idenliquement nul, ces k h- i formes doivent eire liees entre elles 
par une relation lineaire el homogene a coefiieienls constants (*). 

On remarquera que, reciproquenient, la condilion neeessaire etsiil- 
fisante pour que k -h i fornies/o,/,, ..../a, d'ordre m^k^ soienl liees 
entre elles par quelque relalion lineaire, consisle dans Tcvanouissement 
identique du determinant fonctionnel de ces /' -\- i formes. 

En d'autres termes : 

La condition necessaire el sufjisante pour quune forme involutive 
symetrique 

soil idenliquement nulle consisle dans V e\'anouissement identique de son 
covtarianl principal- 



IV. 
Sur les formes ^^' conjugu^es k une forme A.^-^' donn^e (m>/{), 

14. La notion des/ormes conjugue'es rclalive a deux formes binaires 
du meme ordre (n^'S), notion dont nous avons deja fait un grand 
usage, est susceptible d*une extension iniportante. 

Ainsi, etanl donnees deux formes y— a''.' el h — h^^^ im> k -h \), 
nous dirons que la forme f=: a"! est conjuguee par rapport a h = h^J^^ 
dans le cos ou la forme 

est idenliquement nulle, de meme que nous avons employe cetle ex- 
pression pour le cas oil m= k-{- i. 



(1) Dcs demonstrations dc celle proposition, indopendantes de la theorie des equations 
difT^renlielles lin6aires,ont 6U' donnees par MM.Briosciii (77/t'br/V dcs determinants j p. 8?.; 
i854), CiiRiSTOFFEL [Jowntdde Crelle, I. ^V^^ p. aSi ) et Frobemis [ Journal de Borchardt^ 
t. 76, p. 238; 1873 ). — /^^o/raussi Bvltzkr : Throrie and Jmvendungder Determinantcn 
(5* Edition, p. 78; 1881) et Pascii : Note ubcr die Dcterminantc^ etc. [Jourmd de Bar- 
chardt, I. 80, p. 177; 187J). 

Anu. dc I'Kc. yorm. 3" Seric. Tome F. — Octodre 188^. 4'> 
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Lorsque la forme (/, h)^^^ est idenliquement nolle, on a 

quelle que soil la forme X = Y^'^~\ Reciproquemenl, si cette derniere 
relation est satisfaite, quelle que soit la forme X, on doit avoir aussi 

quel que soil x. On voit par ia que les formes/— a'", eonjuguees a une 
forme h = h]^'^ donnee, sont caracterisees par eelle propriele, d'etre 
eonjuguees par rapport a toules. les formes d'ordre m divisibles par 
h]^\ (On demonlrerait de memc que les formes /=:a^' en question 
sont aussi eonjuguees par rapport a toutes les formes, d'ordre inferieur 
a m, divisihles par h). 

D'apres cela, le systeme lineaire compose par les formes d'ordre m, 
eonjuguees a une forme h = A^*^' donnee [m^ k)^ coincide avec le con- 
juguedu systeme lineaire compose par les formes d' ordre m dis^isibles par h, 
Ce dernier syslemecontient m — ^- formes lineairement independanles, 
(le sorle que le nombre des formes d'ordre m eonjuguees a / (et lineai- 
rement independantes enlreelles) doit etre egal a A;-i- i. 

15. Lorsqu'unc forme /— a^'.'est conjuguee a (^/)*"*'S on doit avoir 

quel que soit j:-, et reciproquemenl. En d'autres termes, pour qu'une 
forme/= a'^'soit conjuguee a [ocyf''^ il faut et il sulfit que toutes les 
derivees d'ordre m—k— \ de / s'annul^nt pour la valeur j de a?. 
Ainsi : 

Les seules formes d'ordre ni eonjuguees a [xyf^'\ c'est-d-dire conju^ 
guees a toutes les formes d'ordre m dinsibles par {ocyY'^\ sont cetles 
divisibles par (a;j)'" "^. 

Cette proposition permel de se rendre compte comment deux sys- 
lemes lineaires de formes binaires d'ordre m 
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et 

conjugues enlre eux, ont les memes determinants fonrlionnels(n® 11), 
c'est-a-dirc comment les points (X-h i/^*" du systcme (4) <^oincident 
avec les poinls (m — X/'p*" du systemc conjugue (5). En effet, si Ton 
suppose que (.rr)^*'X^'"*~' soil une forme du premier sysleme, il est 
clair qu'on pourra toujours determiner une forme, d'ordre m et divi- 
sible par (arx)'""*, qui soit comprise dans le second systeme lineaire, 
puisquecetle forme, etant deja conjugueca(^j)*''X'" *"', n'auraplusa 
salisfaire qu'a k conditions lineaires indepcndantes. 
On demontrerait de meme que : 

Lorsque le systeme lineaire [\ ) contient i formes dinsihles par [-vyY ' * 
oil k' 4- t ]> X\ le sysleme lineaire conjugue ( 5 ) doit contenir i -{- k' -— k 
formes y divisibles par (^rj'"""* (*), et reciproquement. 

Cette proposition, appliquee au cas oil / = i , X' = X -h i et au cas oil 
« = 2, if — . X; — I, conduit a de nouvelles proprietes des deux inva- 
riants, dont ii a ete question a la fin du n^ 11, proprietes qui permet- 
tent d'obtenir Texpression de ces denx invariants. 

16. Parmi les formes d'ordremconjuguees a A = Af/' se distinguent 
les k-\- I formes (ry)'" correspondant aux divers facteurs lineaires 
[xy) de h, Dans le cas oil les facteurs lineaires 

de h sont tons distincts entre eux, Texpression 

represente I'ensemble des formes d'ordre m conjnguees a h [ - ). 



(^) Cette proposition n'est qu'iin cas particulier de cette autre : Lorsque le systeme 
lineaire ( 4 ) contient i formes, tine'airenwtit in'dcpendnntes, qui soicnt divisibles par h^'^ • 
{ou qui soient eonjii^uees h une meme forrne d"''^ )j oil /'->- i y- /. le systeme con/ugu^ ( 5i 
doit contenir i -f- X' — A formes, linifaircment independantes entre ellcs, qui soient conju- 
guSes a hx^^ {ou qui snirnt divisibles par d"! ^'). 

(*) II est a remarquer que si Ton part tl'une forme ,/ — a'^l conjuguee i^ //{:* ' ( w > k). 



356 C. STEPHANOS. 

11 resulle de cetlo propriete que la forme involulive symetrique rela 
twe au sy Sterne lineaire des formes f^=^ a"', conjuguees a la forme 

est 

(F) 



De memo, la forme involutwe symetrique relative au systeme liniaire 
conjugue, compose par les formes d'ordre m dimibles par h, sera 

On remarqucra que les deux expressions (F) el (G) precedentes, 
mises sous forme cntiere, doivent conslituer les fornnes involulives 
relatives aux deux systemes lineaires coiisideres, meme dansle cas oil 
la fornieAaurait des facteurs lineaires mullipli's (*). 

En posanl .r" -- .r' rr- . . .= .r^ = .r dans la forme (F), multipliee par 
un facleur numerique convenable, on obtient, d'apres le n** 11, le 
meme resultat qu'en posant a*^/' = r^"^' :zr . . . r ~ .r'" = x dans la 



on aura, pour determiner les coefficients X, qui fi^urent dans Texpression 

les X -h I relations 
oil nous avons pose 

///( ) ) ^- /tj _-- ( yy^ ) ( vr» ). . .( )->■' ')()•)'■ ^' )...() >-^ ). 

( ' ) La valeur do Texpression ( T), en fonction des coefficienls des deux formes 

pent (ilre niise sous la forme d'un determinant d'ordro nt — A-, dont les 616ments sont des 
fonctions lin6aires,Jaussi bien des coefficienls de la forme f; quo do ceux de la forme /*. Les 
divers ^k^ments de ce determinant ne sont autre chose que les coefficients de la forme dou- 
blement binaire 

L'evanouissement identique do lous les mineurs d'onlre /u — /--/— i do ce determinant 
fournit I'ensemble des conditions qui doivent avoir lieu pour que, parmi les formes 
d'ordre m divisibles par ^ (ou par //), il y en ait i qui soient conjugu^s a /i {o\i k g) 
[comparez la note du n** ITJ). Dans le cas ou /// - k «- 1, ce d<3terminant est ^gal k {g/Om- 
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forme (G). Comme mainteDant ce resnltat est egal a la puissance 
{m — ^)»«™« de h{x)y on voit que les scales formes [xyf^^ quientrent en 
facteur dans q uel que forme f = a'^ conjuguee a h -■-- 7?^^' correspondent 
auxfacteurs lineaires [xy)de h. 

17. Voici maintenanl quelques resuUats relalifs au cas oil la forme 
h = A*^' aurail des facteurs lineaires multiples. 

Lorsque la forme f^^ a'" est conjuguee a 

ou les y^^ /\ ,. . sont differents entre eux^ elle peut toujours itre repre- 
seniee, etcela d'une maniere unique, par une expression de la forme 






t 

• • • » 



oil X, X', ... designent des formes d'ordre i\, i cons^enahlement 

choisies. 

Dans le cas ou la forme f—- a'" nest conjuguee par rapport a aucune 
forme quisoit un dmseurrte A, les formes ).,//,... dohent satisfaire aux 
conditions 



• > • • 



5«, au lieu de partir de la forme A, on partait d'une autre forme di- 
visible par A, mais qui ne soit pas d'ordre superieur a m -h i {*)* on se- 
rait conduit a une representation de f— a'", laquelle coinciderait terme 
par terme avec la representation obtenue en partant de la forme h. 



(1) Si je dig « pas superieur ^ ///-+- i » et non « pas superieur a /// «. c'esl parcc qu'il 
se trouve que : l^tant dimnee une forme binalre d'ordre m -»- 1 

toute forme binaire f= ti'jf peut etre repvcsciUee d*une maniere uni(/ue par une expres- 
sion de la forme 

f - a"/ -- ( ./•)-'► y" '■' a';' -h ( .r ) I V" "'■ a p -h. ... 

pourpu que les y^^ r^^ ... soient tons diffe rents entre eux, 

J'ajouterai que le problemc de la delenninalion des formes a, X'. . . . revient uu probleme 
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V. 

Sur les formes d^^~^ apolaires k une forme donnde a 



m 



18. On appelle /?o/ai>^ d'une forme c'^ par rapport a/= a^'(/n>/) 
la forme 

Par conlre, on (lit, avec M. Reye, qu'une forme d"^'^ est apolaire par 
rapport a/= a^* lorsque la polaire 

estidentiquemenl nulle, c'est-a-dire lorsque la forme/est, d'apres I'ex- 
pression dont nous nous sommes servi dans le pnragraphe precedent, 
conjuguee a d"^ ^ (*). 

Une forme rf"' "' apolaire a / est conjuguee par rapport a toutes les 
polaires {acya"!'^, correspondant aux diverses formes c^. La relation 

(acy {ady" "f — o 

n'esl, en effet, qu'une consequence do 

11 est clair que, reciproquement, si une forme rf^' 'est conjuguee 
par rapport a loutes les polaires {ac)Ui'" \ elle doit etre apolaire par 
rapport a/. Ainsi done : 

Le sysieme lineaire compose par les formes d'ordre m — t apolaires 



(le la decomposition de la fonction rationnclle ' ;,,^ ^ en una sommo telle que 






yoir, pour lo cas ou /<) — /j = . . . = o, notre notice : tSur la decomposition en fractions 
simples d'line fonction rationnclle homogene, § I (Bulletin dcs Sciences mat/ieniatiqurs, 
a" s6rie, I. Vm, p. i^so-i^J; iHSi). 

(1) Pourlant M. Reye emploie aiissi Texpression de a formes apolaires » pour d^igner 
les formes que nous avons appel^es conjugnees. 
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a f=^ a'", est le conjugue du systeme lineaire compose par les diverses 
formes polaires [acya"J. ^ 

D'aprbs cela, on voitquesi ies polaires (oc/a^'' rorincnt un systeme 
lineaire a /' parametres [I'^lm — t], W faudra que, parmi les formes 
rf^"' apolaires a /, il y en ail m — t ^ t' qui soient lineairement inde- 
pendantes. 

Lorsque la forme rf^'^est apolaire a/, toule forme d'ordre infe- 
rieur (ou egal) a m. divisible par d'" ' est aussi apolaire (ou conju- 
guee) par rapport a/(n*^ 14). C'est la une remarque fort simple, mais 
dont nous aurons a faire d*importantes applications par la suite. 

Dans I'etude des formes d"^~^ apolaires a /- - a"^, nous devons natu- 
rcllement comprendre aussi les formes d'ordre m{t = o) conjuguees 
ay*, dont les proprietes sont en tout point analogues a celles des 
formes apolaires. Mais, pour eviter les doubles enonces, il convieni 
d'elendre la denomination des formes apolaires au cas des formes con- 
juguees d'un mime ordre, 

t9. Les formes polaires [acya"! ' coincident evidemment avec les 
diverses combinaisons lineaircs des / -+- i formes 

Lorsque la forme / est quelconque, les / -f- 1 formes (7) doivenl 
etre lineairement independantes entre elles, tant que t^ — - Ainsi, dans 

le cas oil t^—j les polaires [acya"^'^ forment, en general, un systeme 

lineaire a t parametres. Par contre, dans le cas oil / > — * Texpression 

•a 

(ac)'a^'' comprend it - /n formes identiquement nulles,desortequ'elle 
pent representer toule forme d'ordre m — /, et cela pour plusieurs va- 

leurs de c^. Dans le cas intermediaire oil, m etant pair, on a / = — 1 

la forme [acja'*^' pent encore representer toute forme d'ordre m — /, 
mais pour une seule valeur de c^. 

De cette maniere, parmi les formes involutivessymetriques 



*l-r 1 Ut* , -t- , . . . , .i- j ^ ^ 



/•q (•/•')./ 7k')...//u-0 
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relatives aiix / -f- i formes 



^j ni-tl d^f 



il n'y a que eelles correspondaut a des valeurs de t superieures a — * 

qui soicnt loujoursidentiquemcnt nulles. Au contraire, les formes *,+,, 

pour lesquelles on a/^— > doivent nc pas etre identiquement nulles 

dans le cos normal, c'est-a-dire lant que la forme/ ne satisfait pas a des 
conditions particulieres. 

Le nombre des formes 4>^^, correspondant ainsi a /^— est egal a 

/JL4- I ,aussi bien dansle cas ou//2--: tAtx que dans lecas oil m= 2juL-f- i. 

La premiere do ces formes <1>, n'est autre chose que la forme/. Quant 
a la derniere Ojim» elle constilue un invariant de/dans le cas oil 
m = 2 JUL, tandis que, dansle cas ou m = 2/jL-h i, ellc ne conlient cha- 
cune des variables x^ y x\ , .,, x^ qu'au premier degre. 

L'ordre de la forme ^^^((/^f) par rapport a chacune des series de 
variables a;®, x\ . . ., a?' est egal a m — 2/. 

20. Dans le cas oil la forme y = a'// est quelconque, il ne doit pas 
exister de formes d"^ ^ d'ordre m — / 5 — ? apolaires a/. Par contra, 

si m -—/>-;-> il doit y avoir m — 2/ formes apolaires a/lineairement 

independantes enlre elles. 

Lorsque m est impair, egal par exemple a 2|i.-f-i, il n'y a, en 
general, qu'une seule forme d'ordre mi-i- 1 qui soit apolaire a/; c'esl 
la forme represenlee i)ar 

D'autrc part, si m= 2/7., les formes d'ordre fx-h 1, qui sent apo- 
laires a/, ferment, en general, un faisceau; pour que, dans ce cas, il 
y ait quelque forme d'ordre /x apolaire a/, il faut que I'invariant ^^.^y 
soit nul. 

21. Considerons maintenant la suite des formes involutives syme- 
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triques 



i>,^,Cr'-»,.r'^S...,x'«-') (o<^<7) 



corresponilant aux divers systomes lineaires composes par Irs formes 
d'ordre m — t apolaires par rapport \\f\ Comme les formes d'un parcil 
systtMuo lineaire sont conjuguees aux formes (7), il est clair (d'apres 
le n"" 8) qu'on peut supposer la forme ii^^_, egale a 



ii/-M^ 



Ao A, 

At A, 

• • • • 

A/ A /-HI 



A, 

Ar-Hl 

t • • • 
Kit 



elant pose 



axt^xo^i+i, . ,ajm-tay --^ -( V) AyJc'J'V.r^, 



II est aise dc voir que cette meme forme est egale a 



\C ~f- I ) i 

{i ZIZ t -i- I, t -\- 2y . . .y m t)y 



ou 



/ 



-a'^- a[^' =:.,, — a%^"'. 



On remarquera que la forme ii, est egale a 



i>j . _ Qx^ Clx* • • • ^X"* ) 



tandis que la forme ii^.,., est proporlionnelle a 

dans le cas ou m = 2|i. -1- 1 . 

A cole des formes ii^^^ , il convient de placer, dans le cas oil m 
I'invariant 

\V--r- ^)i 



= 2/X, 



qui est egal, a un facteur numerique pros, a *u.+i- 

Ann. de I'F.c, Normnle. 3" Seric. Tonic I. — Nuvehdre 1884. 
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L'ordre deO^^.,, par rapport a chacune des m — 2t series de varia- 
bles a?'-*-* , 00^'^^ f . . . , x^^t est egal a / + i . 

22. Lorsqu'on pose x^= x^ = ...:= x^= x dans la forme O^^.,, 
suppos^e multipliee par un facteur numerique convenable, on obtient 
le meme resultat qu'en posant o?'"^* = a?'"^^ = . . . = a^"' — a? dans la 
forme 1)^+^ (n° 11). 

La forme, a une seule serie de variables, 









dxX'-'^ dx^ dx^-'' dx\ dx'^"^ dx'^"^ 



d^'f d^'f d"/ 



(^ + 1)1 



dx\dx'^ dx'^-'dx'^"^ dx\' 



qu*on obtient ainsi, n'est autre chose que le determinant fonctionnel 
des/ 4- 1 formes (7). 

La forme F| est ainsi egale a /, la forme F2 egale a la hessienne 
i(/»/)2 ^®/» ^t ^^i^si de suite. Enfin la forme F,jl+, est egale a £i^^ 
(sim = 2]x ou m = a]X4- i). 

D'apres les proprietes des determinants fonctionnels, rappelees au 
n® 13, Tevanouissement identique de la forme F^^.,, qui est d'ordre 
[t'\-i)[m — it)^ doit constituer la condition necessaire et suffisante 
pour que les formes (7) soient liees entre elles par quelque relation 
lineaire. 

Comme Tevanouissement identique de F^^, entraine Tevanouisse- 
ment identique des formes O^^., ct £2^^.,, el reciproquement, on peul, 
toutes les fois qu'il s*agira de Tevanouissement identique de la forme 
$^4., oude la forme fl^^i, parler simplement de Tevanouissement iden- 
tique-de la forme F^+, correspondanle. 

On remarquera que Tevanouissement identique de la forme F^^i a 
pour consequence Tevanouissement identique de toutes les formes Yt^^^ 
Fr-+a» . . ., FjA+i, dont rindice est superieur a / -f I. ^ 
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VI. 

Ezamen du cas oili Fa+i = o, Fat^o. 

23. Tanl que le covariant Fa^., (k^ — j de / ne devient pas identi- 

quemcnt nul, il ne peut exister aucune relation lineaire entre les A -4- 1 
formes 

relation a laquelle correspondrait una forme r^, telle que 

De la decoulent ces deux consequences : i*' qu'il n'existe, dans le cas 
considere, aucune forme, d'ordrc egal (ou inferieur) a A-, qui soit apo- 
laire h/; 2^ que le nombre des formes rf^'~*, lineairement independantcs 
entre elles, qui sont apolaires a /, est egal am — 2A, de meme que 
dans le cas normal. 

Main tenant, s'il arrive que la forme F^-hi soit identiqiiement nulle, sans 
qu^il en soit de mime pour la forme F^, il faut quily ait au moins une 
forme r^, d'ordrek, apolaireaf mais il ne pourray as^oir aucune forme, 
d'ordre moindre que A, qui soit apolaire hf[^ ). 

D'autre part, le nombre des formes rf^' "' d'ordre 

apolaires a/, doit etre, dans ce meme cas (F^+i = o, Fa^o), le meme 
que dans le cas normal, c'est-a-dire egal a 

m — a^=:/w — 2A:-h2, m — 2A:-h4» •••> /w — 2, m, 

respectivement. 

(1) R^iproquement : pour que, parmi les formes apolaires i /, il y en aitquisoient 



d*ordre ^ = 7-' sans qu*il y en ait qui soiont d'ordre moindre, il faut et il sufBt qu'on ait 
Fa-hi = o, Y/c^"- o. 
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24. Une fois que Ton admet rexistencc d'une forme r^(iS~]y 
apolairc a/, on doil en conclure que toutes les formes d'ordrem — t^m^ 

„A- "i m—k—t 
' .r ^.r > 

qui contiennenl r^ en facteur, sont apolairesa/(n*^ 18). Or, commele 
nombre des formes, lineairement indcpendantes entre elles, comprises 
dans Texpression r],V'^~^~\ est egal a tw — ^ — / -i- i , on voil que, dans 
le cas oil t = k — i^ ee nombre dcvient egal au nombre des formes 
d'ordre/n — ^ = m — A-h I qui sont apolaires a/. Cela nous montre 
que les seules formes d'ordre rn — A- 4- i qui soient apolaires a /dans 
le cas considcre sont celles qui contiennenl en facteur la forme r*. 
De la dccoule la proposition importante suivante : 

Dans le cas oil la forme Y^^^ est identiquemenl nulle^ sans qu!il en soil 

de memepourYk lkS, — \i il nexiste quune seule forme /^, d'ordre A, 

qui soil apolaire af Deplus, les seules formes d"J:~\ oil 

m 

qui soient y dans ce mime cas y apolaires df^ sont celles dimsibles par r*. 

Prenons, en efTel, au hasarJ, une forme rf^'"', d'ordre m — t^k (oil 
t^k — i), qui soit apolaire a/. Toules les formes, d'ordre m — ^- -f- 1, 
comprises dans Texpression rf^'"'X^"**^', seront apolaires a/. Or nous 
savons que toutes les formes d'ordre m — ^ -+- r, apolaires a/, doivent 
etre divisibles par la forme /^; il faut done que toutes les formes 
rfJ'X^""^^* precedentes soient divisibles par r*, quelle que soil la forme 
X^"*^*, ce qui ne pent evidemment avoir lieu que si la forme rf^"' est 
divisible par r*. 

25. De ce qui precede il resulte que, dans le cas oil 

les divers systemes lineaires, composes par des formes d'ordre 
m— ^^A: apolaires a/, se classent en trois categories, suivant que le 
nombre m — / est inferieur, egal ou supericur a m — A -f- 1. 

Le systeme lineaire correspondant am — / = m — A-f-i se rap- 
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proche, p«'\r ses divcrses proprietes, plulot dcs syslemes lineaires cor- 
respoiKhint am— / <<m — ^ -h i . Pourlant, il presenle/'etle propriete 
commune avcc iessvstcmcs lineaires correspondant am — ty. m—k-h i 
que le nomhre dcs formes lineairement independantes qu'il contient 
estle meme que dans le cas normal, propriete qui se traduit en ce que 
la forme involulive Q^i correspondante n'esl pas idenliquement nulle. 

Comme le systeme en question est compose par loutes les formes 
d'ordre m — X: -h i divisibles par r*, on voit que : 

Dans le cas ou FA^_^ = o, Fa>— o, la forme involulwe 0,/^ est egale a 

ou r{x) represente la seule forme (Vordre k qui soil apolaire a f dans ce 
cas. La forme ¥/, doit aussi itre egale a la puissance [m— nk-^ 2/^'"* 
der{x) (•). 

26. Les systemes lineaires composes par les formes d'ordre 

m -■ f^ ni — ^ -h I, 

apolaircs par rapport a/, jouissent de proprietes tout a fait diffcrentes 
de celles des systemes lineaires correspondant a m — /^m — A-f- 1, 
que nous venons d'examincr (n°' 24 et 25). 
Et d'abord nous allons demonlrer que : 

Dans le cas oil Fjt^., = o, F^^- o, les formes d'ordre m ^J^m-- k-\-i 
apolaires a f ne peuvent admettre aucunfacteur lineaire en commun. 

Supposons, pour un moment, que toutes les formes d'ordre 

m — t^ m — t -\ I, 

apolaires a/, soient divisibles par {xy). La forme (^J)'""^ etant con- 
juguee par rapport a toutes ces formes, serait egale a la polaire 



( *) Je noterai ici que, dans une rcScento Note, Zur Thcone dcr biniiren Formcn {Gottingcr 
Nachrichten, p. ii5-r2i; avril i883), M. Gundelfinger a enonc6, sans demonstration, une 
proposition qui revient^ceci : a Lorsquo le covariant Fa-+i de/est identiquement nul, sans 

que Fa- ( A* — I < — J le soil, cette derni^re forme F^ est 6gale a la puissance (w — 2 A: -4- 2 f" 

d'une forme binaire d'ordre X , apolaire par rapport a /. » Get 6nonc6 comprend aussi le 
cas, examine au n'^SO, oii /w = 2p.-}- 1, X- — p -}- 1. 



me 
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[acjax'^ (le quelque forme c^ par rapport 8/(0"^ 18). De cette maniere 
on aurait « 

quel que soil x, ce qui signifie que la forme (a7j)c^, qui est d'ordre 
/-+-!< A, doit etre apolaire a/. Or cela est impossible, puisque la 
relation YkT^o exclut Texistence de formes apolaires a/dont Tordre 
soit inferieur a k [n^ 23). 

La supposition -dont nous sommes parti est done egalement impos- 
sible. 

27. Considerons maintenant, a cote de la forme r*, qui est la seule 
forme d'ordre k apolaire a/, dans le cas considere, une autre forme 5^, 
d'ordre l = m ~ k -h 2, qui soit apolaire a/, sans etre divisible par rj. 

On voit, d'abord, que toutesles formes d'ordre /, comprises dans 
Texpression 

(oil (7^7^ designe une forme arbitraire d'ordre /— A, et p un parametre 
arbitraire), sont loutes apolaires a/. Or, comme la forme s n'est point 
divisible par r, il faut bien que le nombre des formes, lineairement 
independantes entre ellcs, comprises dans Texpression precedente, soit 
egal a I— k -h 1, c'est-a-dire egal au nombre m — 2A -f- 4 dcs formes 
d'ordre 1= m — k-h 2 apolaires a/. 

L'expression precedente comprend done toutes les formes d'ordre 
/= m — /r -h 2 apolaires a /. Cela montre que la formes nepeut avoir 
aucun facteur lineaire en commun avec r, d'apres la proposition du 
numero precedent. 

Envisageons maintenant, plus generalement, les formes d'ordre 
m — f^ m — k -\- \ conlenues dans l'expression 



^m-Z-Ay _ ^"J-'-'s {k — 2>tlo) 



(oil p et a designent deux formes arbitraires d'ordres m — t — I 
et TW — / — ^) et qui sont toutes apolaires a/. Puisque les deux formes r 
et s n'admettent aucun facteur lineaire en commun, il faut bien que 
le nombre des formes lineairement independantes, comprises dans l'ex- 
pression precedente, soit egal aw — 2t[voir\Q n®35), c'est-a-dire juste 



I 
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egal au nombre des formes d'ordre m— ty> m — k'\- 2 qui soient 
apolaires a/dans le cas consid6re (n° 23). 

En resumant ce qui precede, nous obtenons cetle proposition : 

Si Von reprisente par r la seule forme d'ordre k qui soil apolaire af^ 

dans le cas oil Fa+i = o, Y^T^ olkS — y et par s line forme d'ordre 

lz=m — k -h 2 qui soit apolaire af mais qui ne soil pas divisible parr 
[el qui naity par consequent , aucunfacteur lineaire en commun avec r), 
V expression generale des formes d'ordre m— t^m — k + i[t^o)y 
apolaires a f sera 

28. Des faits analogues aux precedents (n^^ 26, 27) ont lieu dans le 
cas normal oil aucune des formes F2, F3, ..., Fj^hi n'estnuUe. Ainsi, 
nousavons encore cette propriele fondamentale que les formes d'ordre 

m — / > - > apolaires a f ne peuvent admettre^ dans le cas normal 

(Fjju-iF^o)* aucunfacteur lineaire en commun. De la decoulent les pro- 
prietes suivantes : 

Soitf d'abordf m = 2[i-h i et Fj^^, ^ o; designons par r la forme 
F(jt4.| et prenons pour s une forme d*ordre fx 4- 2 qui soit apolaire a f sans 
itre dis^isible par r [et qui n ait, par consequent, aucun fojcteur liniaire en 
commun avec r) . L expression gdnerale des formes d^ordre /w — / > jx -f- 1 , 
apolaires af sera 

S/, au contraire, m = 2|x et Fja+, ^ o, nous aurons a prendre r et s 
parmi les formes d'ordre fx -h i apolaires a f de sorte que, ces deux 
formes, etantsupposees distinctes, ne pourront avoir aucun facteur lineaire 
en commun. V expression gendrale des formes d'ordre m — t^ii apo- 
laires a f sera ainsi 

29. Les formes rets, considerees dans ce qui precede (n®* 27, 28], 
peuvent etre deux formes quelconques d'ordres k et /, assujetties 
seulement a la condition de n'avoir aucun facteur lineaire en commun. 

II est, en effet, aisedejreconnaitre que, etantdonnees deux formes r* 
et ^^, n'admettant aucun facteur lineaire en commun, il existe tou- 



368 C. STEPHANOS. 

jours une forme unique/= a'^, d'ordre m = k-h I — 2, qui soit con- 
juguee a chacune des deux formes r ei s [voirn^ 41). Par la suite, nous 
aurons ['occasion de nous rcndre compte du role que joue la forme 
/=al\ ainsi determinee, dans la iheorie de relimination. Pourlant il 
convicnt de remarqucr, des a present, que, si Von suppose k^l, il ne 
pourra pas y avoir de formes d*ordre moindre que k, quisoient apolaires 
a la forme f^=^ ^*^'~^ definie par les relations 

En effel, si Ton supposail qu'unc forme r', d'ordre moindre que k^ 
fut la forme d*ordre minimum apolaire a/, il faudrait que les deux 
formes r et 5 fussent divisibles par r' (n*^' 23, 24), ce qui ne pent pas 
etre. 

30. D'apres ce qui a deja ete expose (n®* 16, 17), Tulilite de la 
consideration des formes rf^*', apolaires a une forme donnee/=a^*, doit 
etre grande dans la question de la representation de la forme/par udc 
somme de /w — / puissances /w^^'"**^, ou, plus generalement, par une 
expression 

(8) (.rjO)^n-/.Xio ^ (x/»)'~-'.X:^. -+-..., 

Oil 

2:(« -m) — m—- 1, 

hsy^f y\ ... etant supposes differents entre eux, et les formes X, 
X', ... satisfaisant aux relations 

En effet, pour que la forme/ ~ a^ puissc etre representee par une 
expression telle que (8) et satisfaisant aux restrictions indiquees, il 
faut et il sufTit que la forme 

soit apolaire a /, sans qu'elle soit divisible par aucune forme d'ordre 
moindre apolaire a/. (Si cette forme n'a que des facteurs lineaires 
simples, on aura i^ = «*, — ... ~ o, et rcxpression (8) precedente sera 
la somme de m - t puissances m*'"*®*.) 
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Les developpements qui precedent nous apprennenl que dans le cas 
normal (oil Fjjt+,7^0), ii y a toujoursune infinite (/w — 2/— i)"p** de 

formes d'ordre m -— / > — qui soient apolaires a /sans elre divisibles 

paraueune forme, d'ordre moindre, apolaire a/(n'* 20,28).La repre- 
sentation de/= a'" par une expression lelle que (8) est done toujours 

|)ossible, dans ce cas, pourvu qu'on ait m — / > — • 

Maintenant, pour le cas oil Fa^., = o, Fa^'oU*^ — j, nous avons 

les resultats suivants, relativemenl aux formes d'ordre m — t^k qui 
sont apolaires a y, sans ^tre dimibles par aucune forme d^ordre 
moindre : i^'si m — / > m — X* -+- 1 , il y a une infinile [m— 2/ — i)"p'** 
de pareilles formes; 2** si 

l< <i ni — t '_. m — A -i- I . 

il n'existe aucune forme d'ordre m— t ayant les proprietes requises: 
et 3° il y a une seule forme d'ordre m — i^=.k qui soit apolaire a/, 
mais il n'existe aucune forme d'ordre moindre ayant la meme propriete. 
Ainsi done, dans le cas oil F/v_h, = o, F^^^o, la forme/= a^' n'esl 
susceptible d'une representation lelle que (8), et satisfaisant aux res- 
trictions menlionnees, que si 

m _ m — / >> m — A -t- 1 

ou bien si 



(1) II serait superflu de citer ici les travaux, tr^s connus, dcs divers auteurs qui, d'apres 
M. Sylvester, sc sont occupes de la rcprc^sentation de la forme /= ^2^ par une somme 

de //i — / ^ — puissances w"'™". Je nolerai seulement que c'est M. Gundelfinger, dans sa 

mm 

Note cit6e plus haut, qui a indiqu(^ le premier quelles sont les conditions n6cessaires et suffi- 
santes pour qu'une forme /=fl2* puisse 6tre representee par une somme de Al- puis- 
sances ni^^^ el examine les modiOcalions que subissent les ^nonces dans le cas ou la forme r, 
defmie par la relation r^n-tk^^ — YkAo (Fa-»-i =0). admetdes facteurs lin^aires multiples. 



Ann, de I'Ec. Xormale. 3'Serie Tome I. — Novcmdrc i8K^. 4? 
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VII. 

Propri^t6s ult6rieures des systSmes de formes d*ordre m — t 

apolaires i f—aH!. 

31. Completons mainlcnanl Teludc des divers systemes lineaires 
composes par les formes d'ordre m — t apolaires a/= a^'. 

Nous savons que, dans le cas normal, il n'y a point de formes d'ordre 

m — /^— apolaires a /, landis que Ic nombre des formes d'ordre 

/w — /> —apolaires a/cstegal a /w — 2/ (n*" 20j. Cependant, /or^^ue 

la forme f=^ ax satisfail a des conditions particulieres, il peut se faire 
que le nombre m — k — t-\- i^^^m — I des formes d'ordre m — / apolaires 
a f soil plus grand que dans le cas normal^ c est-a-dire a lafois superieur 
a zero et superieur am — it, 

Les resullats des n"* 23 el 24 nous apprennenl que, dans ce cas, on doit 
avoir Fa 4-1 = o, F^t^o, de sorte que toutes les formes d'ordre rn — t 
apolaires a f seront divisd)les par une m^me forme d'ordre A: > o, laquelle 
doit coincider avec C unique forme apolaire a f dont Vordre soil mini- 

mum ( * j. On remarquera que, dims ce cas, on doit avoir k < — ■ 

32. Passons maintenant a Texamen des systemes lineaires composes 

par les formes d^*~\ d'ordre m — / > 7- apolaires a/, dansle cas oil, Ic 

covarianl F,^, de/n'etant pasidentiquemenl nul, le nombre des formes 
en quoslion, lineairemenl independanles entre elles, esl le meme que 
dans le cas normal, c'esl-a-dire egal a /w -— 2/. 

On voit, .tout d'abord, que si Ton considere une forme arbilraire 
e" '", d'ordre egal ou inferieur a m — /, il ne doil exislcr, en general, 
aucune forme rf^' ' apolaire a/, qui j^oit divisible pareJJ!"'"' dans le cas 
oil m— m'^m — si/ — 1, landis que, dans lecas oiim — /w'^/w — 2/— r. 



( ' ) Proposition comaiiiniqurc pur I'auteur ^ la Sucicl^ malhi^malique de France dans 
lu soanre du aodecombre 1880. 
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le noiTihrc ties formes rf^"' apolaires a/et lin^airemenl independantes 
enlre elles sera egal h m' — it. 

Au contraire, il pent se faire qu'en choisissanl convenablement la 
forme e^ '" • le nombre des formes d'ordre m — t apolaires b/et con- 
tenant e?7 *" on ficteur soil, a la fois, superieur a zero el superieur a 
m' — 2t. 

Comme exeniple de pnreilles formes e^^'^'exceptionnclles, nous avons 
a citer, tout d'abord, les formes d'^r'", d'ordre egal ou inferieur a 
//I— /, apolaires a/. Ainsi, comme loule formed'ordre m — t divisible 
par d'"''"' est apolaire a/, nous aurons un nombre (posilif) 

de formes, lineairement independantes enlre elles, divisibles parrf^ "*', 
qui seronl apolaires a/. 

En parlanl des formes, d.^ordre e}*:nl ou inferieur a m — /, apolaires a 
/, on peut irouver d'aulres formes e'" '" , d'ordre inferieur h /w — /, qui 
enlrent comme facleursdans un nombre posilif el superieura /n'— 2/, 
do formes rf^*' apolaires a /. 

Considerons, parexemple, une forme 

d'ordre egal ou inferieur a //^ /, qui soil apolaire a/, ct supposons 
que le facteur e'" "' de cetle forme soil d'un ordre tel que Ton ait 

Comme toules les formes d'ordre m — / divisiblesparcr' doivenlelre 
apolaires a/, nous aurons m' — k' — l-h \^o formes, liueairement in- 
dependantes enlre elles etdivisibles par e'"r"'\ qui scront apolaires a/. 
Le nombre posilif m'— X-'— /-f- r etant superieur a //i'— 2/, par suite 
dela relalionA:'^/ -h r.. on voit que la forme e;j?'"'envisagee esl excep- 
lionnelle au meme litre que les formes d^.~'"\ apolaires a/, conside- 
rees d'abord. 

Pour arriver a ce resultat, nous avons suppose simplement que la 
forme e'"'"' entrait en facteur dans une forme e^ '">J., d'ordre egal ou 
inferieur a ni — /, apolaire a/, telle que o < A*' < / 4- i . II est mainle- 
nant a remarquer que s'il exislail une autre forme <! "'V'^", telle que 
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k"<ik\ qui soil apolairc a/, le nombrc m'— F — / -f-i des formes 
(I'ordre m — t apolaires a/el divisibles par e^""'>^*' serait sup6rieur a 
m' — A:' — / -f- 1 . 

Cela monlre qu'il est tout a fait avantageux de supposer qu'en de- 
hors de la forme e'^~'^'r^' il n'exisle aucune forme d'ordre moindre, 
divisible parc^"'", quisoit apolaire a/('). 

33. C'est un fait tres important qu'en dehors des formes e'J^""^, dejk 
considerees, et qui enlrent en facteur dans quelque forme e'^^'^'r^' apo- 
laire a/et de plus telle que 

il n'exisle point d'aulres formes e'^""' qui enlrent en facteur dans un 
nombre posilif et superieur a m' — 2t de formes d'ordrc m ^ t apo- 
laires a/. 

Supposons, en effel, que le nombrc /w'— k' — t-^ I'^ni — / 4- 1 des 
formes d'ordrc m — i apolaires a/et divisibles par une forme donnee 
e'" '" (oil m — /w'^/n — /), soit let que 

o < /?i'— A'— / 4- 1 > w'— 2^, 

de maniere qu*on ait 

k'lm — t et o^A'<^-f-i, 



'.r 



el examinons quelle doit etre la forme e] 

Et d'abord il est clair que si m' — ^^ — / h- i = m' — / -h i , c'est- 
a-dire^'= o, la forme e^~'" doitelreapolairea/, puisquele nombre des 
formes d'ordrc m — t divisibles par e"^'""' est juste egal a m'— / 4- 1 . 

Passons maintenant au cas oil Ton aurail k'^o. 

D'apres les suppositions faites, la relation 

(9) {aey"-'"'{ad'Y»''-^a^^=zo 



( » ) Du resle, d'apres ce que nous verrons par la suite (n** 33), si ^^""'"''•^*' est la (seule ) 
forme d'ordre minimum qui soit apolaire ^ / et divisible par ej-"*', et qu'on suppose 
k'lm*— r, o </'</-+- 1, les scules formes d'ordre m — t apolaires kf et divisibles par 
rj-'w'serQnt celles divisibles par e^-'^'r'J^'. 
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ne peul elre salisfaite que par m! — k' — i-h i formes rf^"*"'' lineaire- 
menl independanles enlre elles. Cela elanl, je remarque que la forme 



lie saurait etre idenliquement nulle, puisque, aulrement, le nombie 
m!— A' — /r4- I (les formes e'^~'^'d'^' \ salisfaisanl a la relation (9) pre- 
cedente, serait egal a /n'— ^ 4- 1. La relation (9) peut done elreecrile 
comme il suil : 

{bd'Y'-'b'^ — o, 

d'oii nous apprenons que loute forme rfj"' salisfaisanl a la relation (9; 
doit elre apolaire a i^ , et reciproquement. 

Si la forme i;^ eta it arbilraire, le nombre des formes d'ordre m! — t 

qui lui seraient apolaires serait ou o (dans le cas oil m— /^ — j ou 

bien m' — ii (dans le cas oil m'— / > — V A present, les cboses se 

passent aulrement, puisque, d*apres les suppositions faites, ce nombre 
(c*est-h-dire m' — k' — /-hi) doit elre a la fois positif et snperieur a 
//i'— 2/. 

C'est de ce fait que decoulent les resultats que nous avons en vue. En 
effet, d'apres ce que nous avons vu au n° 31, il faut que, dans le cas 
actuel, toutes les formes d'ordre m! — /, apolaires a b*^\ soient divisibles 

parunememe forme r'^'y-^ >A''>oj, laquelle doit conslituer la 

forme d'ordre minimum qui soit apolaire a 67. 

Les suppositions dont nous sommes parli nous conduisent done a 
cette consequence, que les formes d'^'~^ salisfaisanl a la relation (9) 

sont toutes divisibles par une meme forme rj(^^^^ — -' >A:'>o), carac- 

lerisee par la propriele que la forme e'^~'"'r^' coincide avec celle des 
formes, d'ordre egal ou inferieur aw — /, apolaires a/ et divisibles 
par e^'"'", dont I'ordre est minimum. 

Nous arrivons ainsi a cette proposition importanle, dans laquelle 
nous avons compris aussi le cas ou k' = o : 

Envisageons le systeme des formes d'^'^lm — /> — ) apolaires a /, 
dans le cas ou, la forme F,^, neiant pas identiquement nulle, ce systeme 
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contienl m — ii formes lineairement independantes entre elles. Si le 
nombre m' — h! — f -f- 1 5 /w' — / 4- 1 des formes de ce systeme qui sonl 
divisibles par une forme e'^'^" {oii o<^m — m'^m — t) est a la fois 
positif et supcneur a rn — it, ilfaul bien qiiil exisie une seule forme 

r^'\ >A-'^o) ayant la propriete que la forme e'"~''"'r^' coincide 

a^er cclle des formes apolaires a f et divisibles par e^l~'" dont I'ordre 
est minimum 

Les seules formes d'ordre m — t apolaires a f et divisibles par ej.*~'" 
sont alors celles divisibles par e'^~"' r^. . 

3i. De la proposition (]ue nous vcnons cl'elablir il rcsuUe que : 

Si, dans le cas ou F^^., y-olm — t^^- —\^ il y a, parmi les formes 

d'ordre m — t apolaires af au moins m' — k' — t-^ \ >• o, ow o^^''<^/ -f- 1 , 
qui soient di\isibles par une forme e'J. '"', d'ordre egalou inferieura m — /, 
ilfaut bien que la forme e'^ "'' entre enfacieur au moins dans une forme 
f'[? '" Tr . d'ordre m — m' — k\ npolaire af, 

Considerons, en pariiculicr. le cas oil m' =:= 2/ 4- i. 
Si la forme 

cHail quelconque, il n'y aurait qu'une seulo forme d'ordre m — /, apo- 
laire a /, qui soil divisible parc^"'"'; ce serait la forme represenlec par 



m 
1 



Si, au com raire, on suppose que le nombre des formes d'ordre//* — / > — > 

apolaires a/et divisibles par e'""", soil au moins egal a 2, on devra en 
conclure, d'apres la proposition preccdeiile, qu'il exisie au moins une 
forme d'ordre //i — / — i , apolaire a/, qui soil livisible par €"'""'. 

\\\\ reinarquant mainlenant : i"" que la cundition necessaire et sufli- 
sante pour que la forme e'"~'"'—.e'^ -'* entre en facleur au moins dans 
deux formes d'ordre m — t apohures a /, consiste dans Tevanouisse- 
ment de la forme 

Qs.,(r V^^- yi^l yfH-t\ 

<|uel que soil .r, el 2° que lorsque la forme e"" '" entre en facleur dans 



* 
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quelque forme d'ordre m — /— i, apolaire a/, on doit avoir 

^ —"/-Kit.) >,X >'-'»^ ;> 



on arrive a ce resultal important, que : 
Toutes les fois que la forme 

(oii les y^'^f y "'» • • • o^^ ^*^^ valeurs donnees) est nulle quel que soil x, 
on doit avoir les m — 'it — i relations 

*-> ■ ^t^-^y.) ^j ♦ • • • » 7 /• 



» 



En parlant de celte proposition, il est aise d'elablir la proposition 
plus generale suivante : 

Toutes les fois que la forme 

t^-l\^ J"^*' > • • • y '^ 9 J 9 J >•••»/ ^ 

ioum — t>t'^t^ct oil les ) '^' , v'/"*, . . . oaj/ des valeurs donnees] est 
nullc quetles que soient les valeurs des o;'^*, x^^', ..., x^\ il se troupe 
que toutes les formes 

correspondant aux valeurs 

rfe/, sont egalement nulles quelles que soient les valeurs des x'"^'\ . . . , ;r' , 
atissitdt quon suppose -que les c''^', s'*^^, . . ., s"*-'-^ qui y figurent sont 
m — t^ t' —j symboles differents prxs parmi lesy^* , y "*"* , . . . , y~' ( * j . 



( *) On pent aussi arrivcr k ce r^ultat en parlant de la proposilion enonci^c au rom- 
mfncemenl du presenl num^ro, proposilion qu'on appliquerail au cas oCi ///= / + r'. 
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Par suite dcs proprietes des formes involutives exposees aux n*"7 
el 13, on peut aussi enoneercetlc proposition comme il suit : 

Toutes les fois que la forme 

{ou m^ t^ t' ^ t\ etc.) est nulle, quel que soit x, Use trouve que toutes 
les formes 

correspondant aux valeurs 1 , 2, ...,/'-— / dej\ sont egalement nulles quel 
que soit x^ aussitdt que ron suppose^ etc. 

Des propositions analogues onl lieu pour les formes 

(considerees au n® 19); niais, comme le plan du present Memoire nes'y 
prete pas, nous preferons remettre leur etude a une autre occasion. 



VIll. 
Sur la th6orie du plus grand commun diviseur. 

35. Soient deux formes binaires 

/•z=r*" et s — s'j, {kit), 

et considerons le systeme lineaire compose par les formes d'ordrr 
k -\'l — i comprises dans I'expression 

(10) '^^x' f — ?i~^ S (/ = I, 2, .. ., A), 

oil p^/ et (7^"' designent deux formes arbitraires, dont les ordres A- — i 
ell — i sont inferieurs a i. 

On sait, d*apres une remarquc utilisee deja par Euler pour la 
iheorie d'elimination, que dans le cas oil Ton peut trouver deux 
formes jo* ' et d^ ^ telles qu'on ait 
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les deux formes rets doivcnt admettre en commun au moins i facteurs 
lineaires. 

De cette maniere, dans le cas oil les deux formes r ei s n'ad- 
mettent pas plus de i — i facteurs lineaires en commun, aucune forme 
comprise dans I'expression (^lo) ne doit etre idenliqucment nulle 
(nous faisons naturellcment abstraction du cas oil p = (7 = o). En 
d*autres termes, les formes comprises dans Texpression (lo), et qui 
sont toutes dcs comhinaisons lineaires de k -\- I ■=- 21 -{- 2 formes 

«x I / y lA- I iX- 2 ' • ' ' * f 1 * \ f *^ 9 ' f 

constituent, dans le cas considere, un systeme lineaire a A -f- / — 21 -+- 1 
parametres. On remarquera que, lorsque les deux formes r et 5 n'ad- 
mettent aucun facteur lineaire en commun, Texpression (J^'V — p*"*^ 
est capable de represenler toute forme d'ordre A -4- / — r . 

36. On obtie'nt la forme involutive 

relative au systeme lineaire (10), en eliminant les A-h/ — 214-2 
coefticienls des formes f*' et (7^' ainsi que les i — i coefficients de la 
forme t^^, enlre les A' -f- / — t -f- 1 equations de condition auxquellcs 
conduit revanouissement identique de la forme 

(T^-'r — pi-'5 — x^-2 {xx^-^) {xx^)..,{xx^'-^f-^), 

(coniparez le n** 6) (*). 

La forme w,_| est d'ordre i — i par rapport a chacune des series de 
variables x'~\ o?'"^, ...,a^'^^\ de degre /— i-\-i par rapport aux 
coefficients de r et de degre A — 1-4- i par rapport aux coefficients 
de^. 

La forme ojo* ne contcnant pas de variables, constitue le resultant 



(*) En dehors de Texpression do W/_i, par un determinant d'ordrc /• 4-/ — / -hi, qu'on 
obtient de cctte maniere, on peut aussi trouver une autre expression par un determinant 
d'ordre i -t- / — i. Mais ces questions ne sont que d'une importance secondaire pour le but 
que nous avons en vue. 

jinn, de VRc, NormaU, S*' Serie. Tome I. — Noyembre 1884. 48 
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(les deux formes r et s. L'evanouissement identique de w© exprime, en 
cfTet, la condition nccessaire et sufiisanlc pour qu'une des formes 
comprises dans Texpression 

soil identiquement nulle, c'est-a-dirc pour que les deux formes r el $ 
admcltent au moins un fiicleur lineaire en commun. 

De meme, r ivanoiiissement identique de la forme w/.^ fournit Ven- 
semble des relations [fondamentales] qui doivent avoir lieu, entre les deux 
formes r et s, pour quune forme au moins comprise dans r expression ( i o) 
soit identiquement nulle, c'est-d-dire pour que les deux formes r et s ad-- 
mettent au moins ifacteurs lineaires en commun. 

37. Considerons maintenant le covariant principal 

Ri_i (x) ■=. ti)/_i(.r, .r, . . . , ^r) 

de la forme «,_,, covariant qui coincide avec le determinant fonc- 
tionnel des k-\-l — 2/4- 2 formes (i i). (Pour t = i, ofl aura Ro= coo.) 

D'apres ce que nous savons (n° 13), les i .~' M relations, 

lineairement indcpendantes entre elles, auxquclles conduit Tevanouis- 
sement identique de la forme involulive w/_<,doivent etre toutes salis- 
faitesaussitol que la forme R/_,(a:) devient identiquement nulle. 11 suit 
dclk que : 

Pour que les deux formes r= r^ et ^ = ^^ admettent au moins i fac- 
tears lineaires en commun, il faut et il suffit que la forme y d'ordre 

(i — i)(^-f- /— 21+2), 

soil identiquement nulle, 

Lorsque la forme R,_, est identiquement nulle , il en est de mime pour les 

formes R/_2» ^i-%^ • • •• I^o* 

Pour que les deux formes r et s admettent moins de i+ i facteurs li- 
neaires en commun, ilfaiU et il suffit que la forme R^ ne soit pas identic 
quement nulle. 

Pour que leplus grand commun diviseur des deuxfonnes r et s soit une 
forme d'ordre 1, ilfaut et il suffit que laforme^i_^ soit identiquement nolle 
sans quilen soit de mime pour la forme R,-. 
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38. Lorsque les formes ret ^ndmettent pour plus grand commun 
diviseur une (ormep{x) d'ordre i, aucune des formes comprises dans 
I'expression 



a 



J-i-i^ -p^-'-i^ 



ne peut eire identiquement nulle. L'expression precedente est done, 
dans ce cas, capable de representer toute forme d'ordre k-h l~i — i 
divisible par/>(ic). De la il suit que, dans ce cas, la forme involutive 

coincide avec la forme 

Ainsi done : 

Dans le cas oii la forme R,_, est identiquement nulle y sans quil en soit 
de m^mepour R/, la forme involutii^'e «, denent egale a 

Oil = p(x') ij{a;'+^) . , ,p(jc^-^^-^-^)y 

p{oc) designant la forme d'ordre i qui constitue, dans ce cas, le plus grand 
commun di^'iseur des deux formes r et s. 

En parliculier, lorsque le resultant Rq des deux Jormes r et s est nuly sans 
que la forme R| , laquelle est d'ordre m=^ k-\- I — 2, soit identiqiwment 
nullcy on doit a^^oir 

Ri^C^/)"', 

[xy ) designant le seulfacteur lineaire que les deux formes r et s admettent, 
dans ce cas, en commun (^ ). 

De cette proposition nous deduisons que, si le plus grand dii'iseur 



( * ) On sail que Jacobi {Jmirnnl de CrcUe, t. 15) est le premier qui ait consid^rd les conf^ 
ficients de la forme Ri pour le cas ou A = /, les(|uels coefficients ne sont autre chose que 
les premiers mineurs du determinant qui repr^scnte le resultant de Bezout. Jacobi avait fait 
voir, entre autres, comment, en parlant des coefficients en question, on peut determiner, 
d'une maniere unique (en g6n6ral), les deux formes /• et 5, de facon que deux coefficients 
arbitraires de chacune de ces formes aient des valours doun6cs. M. Gordan s'est aussi be<ui- 
coup occupy do la forme Ri, qu'il reprcsenle par la letlre (-), dans son Memoire : Ucber 
die BiUliiN^ dcr RcsuUdiitc ziveicr Glcichungeii {Mat hem. Annalcn, I. HI; 1871). Fo//aussi 
une Note de I'auteur : Sur un prohleme de In thcorie de r elimination {Cnmptcs rendus des 
seances de V Academic des Sciences, t. XCVIJI, p. io5o; d^cembre i883). 
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des deux formes rets est unejorme p{x)y d'ordre i, cette Jorme p[^x) doit 
Hre egale, a unjacteur constant {different de zero) pres, a 

oil les y'"^' , j'"*"^, . . . sont des valeurs deychoisies de maniere quelles nan- 
nulent pas a lafois les deuxjormes ret s, c'est-a-dire de maoiere qu'au- 
cune des expressions 

ne conslitue un facteur lineaire commun aux deux formes ret s. 

39. D'apres les proprietes que nous venons d'elablir, toutes les fois 
que la forme c^^^^ est identiquement nulle^ sans qu'il en soil de memo 
pour o)^, on doit avoir 



aussilot qu'aueune des valeursj*, y *"', ... de j n'annule k la fois les 
deux formes r ct s. De la decoule cette proposition : 

Pour que, la forme a),„, etant identiquement nulle, la mSme chose ait 
lieu pour la forme coi^ ilfaul et ilsuffit quon ait 



^i(y,r^\-",y'-^'-''-')=o 



pour des valeurs yS J^^*, ... de y choisies de maniere quaucune d'elles 
nannule a la fois les deux formes r et s. 

Ce resullal est fort remarquabic, parce qu'il nous apprend comment* 
etanl suppose que la forme w/^, soit identiquement nulle, on peut ex- 
primer, par une seule equation, la condition necessaire et suffisante 
pour que la forme co/ soit aussi identiquement nulle. En partant main- 
tenant de ce resultat, applique successivement aux cas ou t = i, 2, ..., 
on arrive a un procede permetlant d'exprimcr, au moyen de i equations 
seulementy accompagnees d'un certain nombre d'inegalites, les condi- 
tions necessaires et sulGsantes pour que la forme w/., soit identique- 
ment nulle. 

Ainsi : Pour que la forme w,_, soit identiquement nulle, c est-a-dire pour 
que les deux formes r et s admettent au moins ifacteurs lineaires en com- 
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muriy il faut el il sujjit qiCon ait 

O = (Do =1 Ro, 



pour des valeurs jl • j", . . . , 7^ • • • » y\'-\ » 7/-, » • • • » jf-f"' ^^^ 7i cAowi^^ 
rfe maniere qucuwune d'elles nannule a la fois les deux formes r et s. 

Si I'on Youlait de plus que, avec &),_! = o, on ait w, ^ o, on devrait 
ajouter, aux i equations de la proposition precedente, Tinegalite 

les valeurs jj, y^\ ... de j elant toujours choisies d*apres la meme 
regie. 

40. Parmi les cas particuliers de la proposition precedente, il con- 
vient de signaler le suivant : 

Pour que les deux formes r et s admettent au moins ifacteurs Uneaires 
en commuriy ilfaut et il sufjfit quon ait 

Ro=o, R,(j) = o, ..., R/_i(7) — o, 

la valeur y itant choisie de maniere qu'on nait pas a la fois r[y) = o 
et s{y) ^=o. Si maintenant on veut que les deux formes r et s admettent 
juste ifacteurs Uneaires en commun, ilfaut et il sujfit d' ajouter aux equa- 
tions prdcedentes rinegalitd 

R,(r)^o. 

On.voit par la que, dans le cas oii les premiers [ou les derniers) termes 

des deux formes rets ne sont pa^ nuls a la fois, les conditions necessaires 

et suffisantes pour que les deux formes r et s admettent i facteurs Uneaires 

en commun consistent dans l' evanouissement des premiers [ou des der- 

nieis) termes des formes 

Ro> Ri> • • • » R/-1- 

Si Ton veut que les deux formes r et s aient juste i facteurs Uneaires en 
commun, ilfaut deplus et il suffit que le premier {ou le dernier) ternw de la 
forme R, soit different de zero. 
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IX. 

Comparaison avec la thiorie des formes apolaires. 

41. Propridies de la forme R^. — A cote des formes involulives 

relatives aux systemes lineaires 

on poiirrait considerer les formes involutives 

relatives aux systemes lineaires conjugues. 
Parmi ces nouvelles formes, la plus interessante est la forme 

laquelle representee toutes les fois qu'elle n*est pas identiquement 
nulle, la seule forme qui soil, dans ce eas, conjuguee aux formes 
comprises dans Texpression 

Ainsi, en supposant 

Rj(a:)=zai', (m r-_- A: 4- /- 2), 

on devra avoir 

La forme R, est caracterisee par la propriete d'etre conjuguee aussi 
bien par rapport a la forme r que par rapport a la forme s. Aussi est- 
clle completement detinie, a un factcur numerique pres, au moyendes 
relations 

Nous savons (n^ 38) que, dans le cas oil R© ~ o, la forme R|(a;) 
devient egalc a (^j)'"* {oc^y) designant le facteur lineaire que les deux 
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formes r Qi s admellent en commun dans ce cas. Mais si les deux 
formes r el 5 ont i > i factcurs lineaires en commun, on a R^ [x) = o, 
le nombre dcs formes d'ordre m = k -\- 1 — 2^ conjuguees a r et a ^ et 
lineairemenl independantes enlre elles, elant egal a £. 

42. D'apres ce que nous avons vu au n** 29, lorsque les deux 
formes r vi s n'admettent aucun facleur lineaire en commun, et qu'on 
suppose A^/, il ne pent pas y avoir de formes d'ordre moindre a k qui 
soienl apolaires a R, — a^'. 

Si i — /, les seules formes d'ordre k apolaires a R, = a^ sont celles 
comprises dans le faisceau xr + \s. 

D'autre part, si k < /, la forme r est la scule forme d'ordre^ apolaire 
a R,, tandis que les seulos formes apolaires a R,, dont Tordre soil su- 
perieur a k^l inferieur a /, sont celles divisibles par r. 

De cette maniere, les seules formes d'ordre m — t egal ou superieur 
a l[^k)y apolaires a R,^ sont celles comprises dans lesysleme lineaire 



a 



m-k--t -, ^nt-l-l 



r— ?x S, {t:~0, I, . . ., A- — 2). 



Dans le cas, au contraire, oil Ro= o, R, = (•^/)'", toutes les formes 
d'ordre egnl ou inferieur a m, qui sont divisibles par {xy) doivent 
etre apolaires a R, = a^. 

On deduit de tout cela que, si Ton considere le covariant 



i=jn—t 



U,^,(X'^',X'+', . . .,^'»-') .=: — i-^ (aa')'(aa')«... («('-•) »('))« JJ «^,>. . .^ 



/=/+! 



de R, = a^' [voir n*" 21 ), pour les cas oil o ^ / < A — i , ce covariant doit 
etre egal, a un facteur numerique pres, au produil de la forme 

par la ^'^"^ puissance du resultant R^. 

D'aulre part, le cas oil Ton aurait /^^ — i offre des particularites 
assez curieuses. Et d'abord, si k<i^ /, le covariant Q^ de R, doit etre 
egal, a un facteur numerique pres, a 
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tandis que lescovarianls suivantsii;t^.<, Q;t^2« ••• de R, sont identique- 
ment nuls. Si, an conlraire, ^ = /, rinvariant (2^ ^^ ^\ sc reduit a la 
puissance {k — i)*^™*^ du resultant R^. 

43. Comme lessyslemeslineaires 

^m-k-t^ — Pi"-'-'^ (O < ^ < A* — I) 

sont composes, dans le cas oil Ro y^ o, par des formes d'ordre m-- t 
apolaires a R4(a?), ces systemes lineaires doivent posseder toutes les 
proprietes dont il a cte question aux n°* 32-34. 

De cettc maniere nous devons avoir, entre autres, les propositions 
suivantes (pour Ic cas ou Ro^ o) : 

Si le nombre des formes du systeme 

qui sont divisibles par une fornie ^"'*^'~* est egal ou superieur a 2, il doit 
exister au moins une Jorme d'ordre m— t — i apolaire a R, quisoit divi- 
sible par e'^~''~*. 

Toutes les fois que la forme 



OU les y'^\y^^9 ...,j^'"' ont des v^aleurs donnces, est nulle, quel que 
soitXf on doit avoir les m — 2t — i relations 



> 



44. Proprietes relatives au cas ou Ry_, = o, R/^o. — Considerons 
maintenant de nouveau le cas oil les deux formes ret ^admettraieot« 
comme plus grand commun diviseur, une forme /?J^. Comme toutes les 
formes R/.|,R|_2» •••i R^, Ro sont, dans ce cas, identiquement nulles, 
nous aurons a envisager seulement les formes involutives 
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Si Ton suppose 

r — p{a')r'{x), s-s p{jc)s'{a:), 

r el s' etant deux formes d'ordres k' = k — i et I' = I— i respective- 
inenl, les systemes lineaires auxquels se rapporteut les formes involu- 
lives precedentes soront 



Cela etant, il est aise de voir qu'une quelconque des formes involu- 
tivos 

en question doit etre egale au produit de la forme 
par la forme involutive 
relative au systeme lineairc 

La forme o), sera, en particulier, egale, a un facteur constant pres, a 

comme nous Tavons deja remarque (n"* 38). 



( * ) II est, en effet, clair quo si A -h i formes binairos/o,/i. . . . , /a- d'un inSme ordre sonl 
toutes divisibles par une m(Vme furmo/?(.r), do manierc qu'on ait 

/o-/^/i. /i=/l/'i. •••. fk = pfk^ 
la forme involutive 

[2:it/u(.cO)/,(.ri).../A.(x*)J:A(.ro,a:i,...,x*) 

est 6gaie au produit de la forme /?(j:o);?(.r» ). . .^(r*) par la forme involutive 

[X_-h/i(.rO)/;(a:«).../i(x*)J:A(xO,xi, ...,.r*). 
Ann. de I'Ec. Nonnah, 3* Serie. Tome I. — Noyembre 1884. ^9 
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45. Les formes w^, w, , '^k.i.^ jouenl, par rapport aiix formes r' 

et ^', le meme role que les formes %, &)|, . . ., w/t_, jouent par rapport 
aux formes r el 5. Ainsi la premiere de ces formes conslitue le resul- 
lant R'^, suppose diflerenl de zero, des deux formes r' et s\ Quant a la 
forme 

elle conslilue la seule formed'ordre m' =^ ^'w- /'— 2=A-f-/— 2i--2 
qui soit coDJuguee aux deux formes r'et^'; elle jouil, par eonsequenl, 
(le proprietes lout a fail analogues a eelles exposees aux n*^* 41-43 a 
propos de la forme R,(^). Parmi les diverses proprieles auxquelles 
conduit la consideration de la forme R'f(<r), il importe d*envisager ici 
la suivante (comparez le n*' 43) : 

Toutes les fois que kijorme 

ou les vK y^^^ » . . . , y^^^^ oht des valeurs dauiees, est milU*, quel qiic soit 
.r*, on doit avoir les k -h I — 2y "^ ' relations suivantes : 

» 

Si Ton passe maintenani a la consideration dc la forme 

=^ ««;.,_, {Jr,ri,yJ^\ . . ., v**'->) X p(Jc)p(yi) p{yJ^'). . ./»0'**'->) 

(oil t<y <X--i- i), on reinarque, d'apres la proposition precedenle, 
que : 

Si la farme 

est ntUle, quel que soit .r. sans que la Jot me Ry_, soit identiqueuienl nulle, 
on doit avoir 

•• ' 



SUR LA TffifeORIE DES FORBIES BINAIRES, ETC. ^87 

toutes lesjois que les vcdeurs y\ y^* , . . ., .X*"*^"' ^'^ y sont lelles quaucune 
(VeUes nannule a lafois les deux formes r el s. 

Voyons maiDtenant ce qui se passe lorsque la forme Ry_ , est iden- 
tiqnement nuUe. Et d'abord, si R, = o, on aura aussi a)y=o, de 
sorle que toules les relations (i i) precedentes scront satisfaites idenli- 
quement. Si mainlenant Ry_, = o, Rjy^ o, on devra avoir (d'apres les 
n"^38, 39) 

toules les fois qu'aucune des valeurs j^, y **,... de 7 n'annulea la 
fois les deux formes r et s. En combinant ces remarques avec la pro- 
position preeedente, on arrive a ce resullat Iresremarquable, que : 

Pour que la forme R,_| soil identiquement mille, sans quil en soil de 
income pour R,, c'est-a-dire pour que le plus grand commun dmseur des 
deux formes r et s soil une forme d\>rdre e, ilfaul el il suffit que. la fomw 



(U 






[oil les 7', y^\ . . •, y *^'~' designent des valeurs donnees de y, c/ioi- 
sies de maniere quaucune d'elles nannule a la fois les deux formes r 
el s) soil nulley quel que soil x, poun^u quen mime lemps ait lieu une 
quelconque des inegalites 



^dr^ r-^s ...,7*-^'-'-*)?^o. 



En supposant, en parliculier, 

nous avons cette proposition : 

Pour que le plus grand commun diviseur des deux formes r et s soil 
une forme d'ordre i, ilfaut el il suffil que la forme 

u>/_i(.r, v,r, ..., v) 
[y ayant une valeur qui nannule pas a lafois les deu.v formes rels) 
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soil nulle, quel que soil x, pourvu quon ait en mime temps 

46. D'apres ce qui precede, il est clair que revanouissement pur el 
simple de la forme 

quel que soil x, ne peut fournir aucune indication sur le nombre des 
facteurs lineaires que lesdeux formes r et^ peuvcnt avoir en commun, 
meme si Ton suppose que les y, y^*, . .. soient choisis de maniere 
qu'aucune des expressions (^), («3?y^*) ... ne conslitue un facteur 
lineaire commun aux deux formes ret^. 

Ainsi, par excmplc, on peut demontrer i\uii9 pour quon puisse tnnivcr 
une valeur de y qui nannule pas a la fois les dewv formes r ct s, et qui 

soit telle que la forme 

03,_,(.r, )•, r, .. ., j) 

soit nulle quel que soit a?, il faut et ilsuffil ( en general, p. e, dans le cas ou 
R^o) qu'un invariant des deux formes r et s soit nul, Cet imanant est 
d^ordre [i — \)[k -h I — ii -r- 1) par rapport aux coefficients de la forme w, 
et son evanouissement constitue la condition necessaire et suffisante pour 
que, parmi les formes du systeme lineaire 

/'/ y en ait une qui admette un facteur de la forme (xj')**'"*^'"** {t'oir 
n°n). 
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Je me propose de delerminer des polynomesentiers qui n'admettent 
<iue des nombres premiers de la forme H'T-f- r , T designant un nomhre 
cntier d'une valcur arbitraire. 

PREMIERE PARTIE. 
Je suppose d'abord que T ne conlienl qu'un facteur premier. Soient 

n un nombre premier quelcouque; 
I un exposant quelcouque egalement. 

Je recherche, dans celte premiere Parlie, des polvnomes dont les di- 
viseurs premiers soienl de la forme H'n' -i- i . 

LepolynomeA" * + A"-^B-^A" ^B'^-f-... -f- A^B"-'-^ AB" ^-hU""* 

ou son equivalent 4 _ o > dans lequel A, B sont des nombres enliers 

quelconques premiers enlre eux, n'admet que des diviseurs premiers 
de la forme H/i 4- 1 ; n est neanmoins diviseur egalement, si A — B esl 
divisible parn; j'en ai donne une demonslralion. Je vais elablir d'abord 
que ces diviseurs, a I'exceplion de n, sont necessairement de la forme 
Il'/i^-h I, quand A el B sonl des puissances /i"'"*'\ 
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Je rappelle un theoreme que j*ai demontre dans un Memoire sur les 
residus des puissances /i»«™<», et sur lequel je m*appuierai. 

p designant un nombrc premier de la forme Hn-f- 1, les residus 
(les puissances /i'^"«« des nombres, obtenus par le diviseur /?, sont au 
nombre de H. Si je considere la suile des/> — i premiers nombres i. 2, 
3, . . . , (/> — I ), celle suite pent se partager en H series de n nombres 
chacune, de lellc sorte que les nombres d'une meme serie, eleves a la 
puissance /i'^'"*", conduisenl a un meme residu, el que leur somme soil 
un multiple de^. J'ai demonlre de plus qu'il se presenle loujours Tun 
des deux cas suivants : i^ les n nombres sont tous residus dans plu- 
sieurs series, et dans les autres aucun d'eux n'est residu; 2® dans 
chaquc serie il y a un residu, mais un sent. 

Exemples. — Soient/? = iQ* H = G, /i = 3; les 18 premiers nombres 
forment les six scries suivantes : 



Residus. j 
I 
18 



> 
12 

8 
1 1 



I H- 7-+- I 1-19 

8 -h I 2 4- 1 8 n:: 1 9 X 2 

4-H 64- 9=»9 

10 4- l3 -f- l5 =zz 19 X 2 

24- 3 4- 14 =^ »9 
5 4- 16 4- 17 =119 X 2 

les six residus composent les deux premibres series. Dans les autres 
il n'y a pas de residus. 

Soient encore />= /ji, H = 8, /i= 5. 

On obtient les huit series suivantes : 



Rdsidus. 






1 


I 4- 104- 164- 18 4- 37 — 


4l X 2 


3 


1 1 4- 1 2 4- 28 4- 34 4- 38 z^ 


\\x 3 


9 


4- 84- 94-21 4- 3q — 


41x2 


i4 


1 5 4- 22 4- 24 4- 27 4- 35 


4ix3 


4o 


4o 4- 3 1 4- 25 4- 23 4- 4 


4i X 3 


38 


304-294-134- 74- 3 


4i X 2 


32 


36 4-33 4-32 4-^0 4- 2 — 


iix 3 


27 


264- 194- 17 4- 14 H- 6 


4i X 2 



dans chacune de ces series un seul des nombres est residu. 
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Lorsque Ic premier cas a lieu, H est necessairement divisible par n^ 
car |p nombre des residus est un multiple de w, et H represente ce 
nombrc; p est alors de la forme \\n^ -\' i. 

Celapose, jerepresentelepolyn6meA"~*-hA''"*B-h...H-AB""'^-f-B''"* 
par la fonction F„(A,B). Soit /> un diviseur premier quelconcfue de 
F„(A,B), diviseur necessairement de la forme H/i-f-i; je ne consi- 
dere pas le facteur n qui peut se rencontrer. Soit A — C, el d'abord 

B = I, il vienl 

F„(e, i)-:-o (mo(i/>) 

et, par suite* 

(C«)"— '^o (mod/?); 

soit a le residu de C" divise par/>, de sorle que 

C^x (mod/?), a" — 1 = (mod/>). 

a ne peut etre Tunile, car alors 

F«(C«,i) = o (mod/.) 

donnerait 

n == o (mod/>), 

en vertu de 

0"== I (mod/>), 

ce qui est impossible. 

Soient r et 5 des nombres tels que leur difference r— s soit moindre 

que /I, les residus obtenus par les divisions de a% a' par p sont dilfe- 

rents entre cux; en effet, supposons qu'ils puissent etre egaux, on aura 

a**^!* (mod/?), a*(a'*-*— i) ^ o (mod/>), a'^— i-:o (mod/?): 

en posant r—s = h^ on a deja 

a**— 1 = o (mod/?). 

Soit n=^ hp -h h\ ii vient, en rempla<;ant n par sa valeur dans 
a"— i^EEo(mod/>), 

(a'*)?a'' — I ==o (mod/?), d'oii TL^'—iEBo (mod/?), 

en vertu de 

a*— 1 = o (mod/?). 

Comme n el h sont premiers entre eux, on arrive, en operant sur h 
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et h! comme sur n et A, et ainsi de suite, a un dernier resle egal a 
Tunite; par suite on obtient 

a — 1 = o (mod/?), 

ce qui est impossible, puisqu'on a vu que a, moindre que/», est diffe- 
rent de I'unite. Ainsi a'*, a', divises par/>, donnent des residus diffe- 
renls. De plus, si I'on eleve ces residus a la puissance /i*^™*, ils con- 
duisent a un meme residu, au residu i; en eOet, on a 

a" — lEEo (mod/>), d*oii (a'*)'*— i = o (mod/j), (a*)'*— i = o (mod/>). 

On est done dans le premier des deux cas indiques precedemment, ear 
on a deux residus qui, eleves a la puissance /i*^™*, donnent un meme 
residu. II en r6sulte que/> est de la forme H'n^-4- i. 

Nous avons suppose B = i, soit plus generalement 8 = 0"; F„(A, B) 
devient 

F«(C'SD'*) = o (mod/?), d'ou (C)'* — (!)'»)'» = o (mod/>). 

Posons 

D'» = C''R'' (mod/?), 

ce qui est toujours possible d*apres les proprietes des residus des puis- 
sances /i»^™*^, il vient, en remplaQant D'' par sa valeur dans les fonc- 
lions precedentes, et en supprimant les facteurs C^"-*), (C)" qui n'ad- 
mettent pas le diviseur/>, 

F^(R%i)ee:o (mod/?), (R«)'»— i = o (mod/^); 

on est done ramene au cas precedent; /? est done de la forme H'n^ -i- i , 
ce qu'il fallait etablir. 

Applications. — Soient n = 3, A = L% B = i ; on a 

F3(L', i) z= L« 4- L' -h I = 3 X i() X 73, 

19 et 73 sont de la forme H'/i^-f- i. On trouvede pluslefacteur3, parce 
que A — B est divisible par 3. 

Soient w = 5, A = 2% B = — i ; on a 

F5(2*, l) ^ 2"— 2»8-f- 2*^— 284- I =1 IO1680I, 

nombre premier de la forme H'/i^-h i. 
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Soienl /i = 3, A = 3', B = 2'; il vient 

F3(3', 2') — 3«-h S'^.^'-H ^^izziooc), 

nombre premier de la forme H'n'-i- 1 . 

Coiisiderons le cas plus general ou A et B seraient des puissances 
^iemes jg puissances /i'''"««. Posons 



,1- 1 



je demontre que les diviseurs premiers de la fonction F^fC'^.D"' ') 
sont de la forme U'n^ -1- i . 

Je dois enlrer d'abord dans quelques explications. 

J'ai elabli que les H residus des puissances n'^"^^^ des nombres, obtenus 
par le diviseur/? de la forme En -i-i, n designant un nombre premier, 
peuvent toujours etre exprimes par les puissances d'un seul nombre. 
Ainsi, soit a ce nombre, auquel on pent donner le nom de base, la 

suite a\ a^y a^ a", oil les exposants sont la suite des nombres dc 

I ii H, donne lous les residus, apres avoir divise par y? chacune de ces 
puissances. II en resulte que tous les residus salisfont a la relation 

en donnant a m successivement toules les valeurs de i a H, el en con- 
venant de designer para affecte de Tindicc m le residu auquel a"* con- 
duit. On remarquera que Ton a toujours 

II existe une regie, tres simple pour la composition des indices, et 
dont la demonstration est facile. Ainsi le produil de deux ou plusieurs 
residus conduit a un residu dont Findice est la somme des indices des 
facleurs. Une puissance d'un residu donne un residu qui s'oblient en 
multipliant son indice par le degre de la puissance. Dans les calculs, 
on sera souvent conduit a ecrire un indice de residu qui depasse H, 
alors on pent le diminuer d'un multiple de H tel qu'il ne depasse plus 
H : on ne changera pas le residu. En effet, on a 

■ 

^"===1 (mo(l/>), (I'ou a"^=i:i (mo(l/>), 
quel que soit £» par suite 

Ann, de t'Ec, Aormale, 3« Serie. Tome 1 — Novembre 1884. ^^ 
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Cela pose, soient p un nombre premier de la forme Hn + i ; r un divi- 
seur quelconque premier de H; a Tune des bases des residus des puis- 
sances /i»^™« des nombres determines par/>; la relation 

a"— i = o {modp) 
donne 

[a^J —1 = (mod/?), d'oii \a^—i)Fr\a^,i)^o (mod/?), 

mais a''— I n'est pas divisible par p, puisque Texposant — > moindre 
que H, ne peut etre un multiple de H; done on a 



VVa'", ij = o 



(mod/;). 



et si, dans cette derniere relation, on remplaee les exposants de a par 
les indices correspondants, il vient 

^ -h^ii-ha ii-h. . .-h a 11^ o (mod/i). 

r r r 

Je multiplie les deux membres de celte derniere relation successive- 
ment par les residus a,, a^, . . . , an, et j'obtiens 

r 

^1 -H « H H- a \\-\-. . .-^- a II :i^ o (mod/>), 

IH 14-1- I ♦ (/• 1. ^ ' ' 



r r r 



rtj-H^ H-+-« ii-h...-f-a ii = o(modp), 



«H-Haii 4- an -+-...-+- an = o (mod/?). 

- a- s- 

#• r r 

Tous les residus segroupentainsi en -7 series, con tenant chacuner re- 
sidus. Si Ton completes indices par colonnes verticales, on reconnait 
qu*ils torment la suite des nombres de i a H. Tous ces residus sont dit- 
ferents entre eux, puisque lours indices, qui nc depasscnt pas H, sont 
<lifferenls; de plus, Icsresidusd'une'meme serie, elcvesa la puissancer, 
conduisent a un memo residu. Ces residus sont, pour les diverses series, 
a^f a^rf ...» ^u. lis sont diirerenls entre eux, puisque leurs indices, qui 
ne depassont pas H, sont difTerents; de plus, le dernier est Tunite. 11 
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n'y a done que les residus de la dernierc serie qui, eleves i\ la puissance 
de r, donnent Tunile. 

Je considere actuellemenl le polynome F^(C'''"*, i), et je demontre que 
ses diviseurs sont de la forme H'/i'-f- i. Soil p un diviseur quelconque 
de ce polynome. II est de la forme En + i ; de plus, comme C'" est 
une puissance n*^"*^, H est divisible par/i, comme on I'a demontre. Les 
residus des puissances n*^™<» desnombres par rapport a ce diviseur/? 
peuvent done, comme precedemment, se grouper en series. On les ob- 
tient en remplacant, dans les series precedenles, r par n et en desi- 
gnant la base par a. Les n residus de la dernierc serie a^^ a g, . . . , a^ 



1- 

n n 



sont les seuls qui, eleves a la puissance /i^^"'®, conduisent au residu i. 
On a les relations 

F;,(C'''-,i) = o (mod/>), C"*— i = o (mod/?). 

Soita^ le residu auquel G" conduit, de sorle que C''^EEa,(mod/?), il 

vient 

C'**"*=a,„t-t (mod/>), 

C*«'-* = a„„.-, (mod/?), 



C(«-i)«- = a^^_,,,„,_. (mod/?). 



Si Ton remplace C"'"', C^"'"', . . . par leurs valeui*s dans les deux rela- 
tions qui precedent, on obtient 

«(/i-i)i/»'-«-H^(/i-i)*/i'-« + - --^ «*«'-«-+- ' = (mod/?), a,„i-i — 1 = (mod/?). 

Considerons Tun quelconque des residus de la premiere de ces deux 
relations, ag„t-t par exemple. II ne peul elre Tunite, car alors eette re- 
lation donnerait n==o(mod/?), ce qui est impossible; mais, eleve a la 
puissance n*^"**, il conduit au residu i,en verludea,;,,-. — i^o(mod/?). 
a,ni-t est done necessairement Tun des residus de la serie a„, a,e» ...» 

n n 

a II, ^h'^ moins le dernier % qui est I'unite, on pent done poser 

n 

Usnt-i = «aH» a etant un nombre moindre que n. Deux residus egaux, 

n 

formes avec la meme base^ ont meme indice, ou bien a difference de 
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leurs indices est un multiple de H, il en resulle regalite 

Sw'-*=:ai? -hlle, (rou S«'-»— (a-h/ie)H; 
n 

mais oL-hnt est premier avec n'"*, puisque a est moindre que n : done 

il faut queH soit divisible par n^~* ; par suite,/>est de la forme HVn- 1. 

On a suppose B = 1. Soienl, plusgeneralement, A = C"'"', B = D"'"'; 

je pose 

l)"-C«H'* (mod/?), 

on en deduit 

n«'- :-::. C«'- R"'-' (mod/?), d'ofi B-AL (mod/^) 

■ 

en designant R"'* parL. Les relations 

F„(A, B)--:o (mod/>) el A''— B«-=o (mod/?) 

deviennent, en remplagant B par sa valeur et en supprimaiU les fac- 
teurs A""*, A", qui ne sont pas divisibles par /?, 

F„(L, 0=0 (mod/^), L'' — i — o (mod/?); 

on est ainsi ramene au eas precedent. Les diviseursdc F„(A, B) sont 
done de la forme HV-^ i, quand A et B sont des puissances affectees 
de Texposant /i'""*, ce qu'il fallait demontrer. 

Applications, — Soient /i = 3, A = a'*', B = i ; on a 

que ce nombre soil premier ou qu'il ne le soil pas, il doit etre de la 
forme H'3* -4- i , ce qui a lieu. 

Soienl « = 3, A = 2"*", B = i; on a 

F, ( 2'', I ) -_ 2** -h 2»" + I = 1 80 1 43986436997 1 3 ; 

ce nombre, premier ou non, doit etre de la forme ir3*-t- i, ce qui a 
lieu. 
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DEUXIEME PARTIE. 

Je considere, dans cette seconde Partic, le cas ou T a deux facteurs 
premiers quelconques. Soient T = n'm'^; /i, m des nombres premiers; 
/, h des exposanls d'une valeur arbilraire. Je recherche des polynomes 
dont les diviseurs premiers soient dela forme H'/i'm'*-*- i. 

J'etablis d'abord que les deux expressions ,^_^. > u^^ ^ ^^ 
R, S sonl des nombres quelconques premiers entre eux, onl -jz — ^^ 

pour plus grand commun diviseur, si 5 est le plus grand commun di- 
viseur des exposants vs, us. 

Supposons M el i' premiers enlre eux, ^^ _'^ ^ _ ^ sont aussi 

premiers entre eux. En effet, admeltons que ces expressions puissent 
avoir un diviseur commun; soil r Tun quelconque de leurs diviseurs 
premiers communs, on aura 

K*'— S*'z-o (modr), H"— S«i^o (mod/). 

Posons a = pp -f- Vj il vient, en substituant, 

Ri'PRi'_Si'?S*''=o (mod/-), d'ou R*' — S''^© (mod/), 
en verlu de R' — S*'=i^o (modr); mais on pent operer sur 

R^'—S^B-o (mod/>), R*' — S*'=o (mod/?) 

comme sur 

R«_S'»==o (mod/), R**— S^'^o (modr), 

et aiusi de suite; a et (^ etant premiers entre eux, on arrivera necessai- 
rement a un dernier exposant egal a Tunite, d*ou 

R — S = ^mod/). 

On a 

R"-S« = (R-S)F„(R,S), 

1V'-S- = (R-S)F,(R,S); 

R— SetF„(R,S) ne peuvent avoir pour diviseurs communs que des 
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diviseurs de u; de ineme R — ,S el F^(R, S) n'ont pour diviseurs com- 
muQS que des diviseurs de (\ II en resulte que si r n*est pas diviseur 
de I/, comme il divise R — S, il ne pourra diviser F«(R, S), c'est-a-dire 

■^ __^ > ce qui est contraire a la supposition. II faul done que r soil 

diviseur de u; niais, si r est diviseur de u, il ne le sera pas de v qui est 
premier avec u; divisant R — S, il ne pourra done diviser F^(R,S), 

c'est-a-dire p_^ > cequi est centre la supposition. Ainsi on nepeut 

admettreque rsoit diviseur de u et qu*ilne le soit pas; il n'existedone 

pas, ^__g 9 .. __g sent done premiers entre eux. 

Reprenons actuellement -^— -g-, ^^_^ ; jc pose R' = K, S'= L, 
il vient, en substituant, 

H-S "" K-L ^ R-S' li-s - K-L ^K-S' 

Comme ^ _ , et , . _ , sont premiers entre eux, puisque les ex- 

j^ f 

posants a et ^ sont premiers entre eux, il en resulte que . ^ > c'est- 

jl* gf I^Bf gu5 

a-dire ,^_" est le plus grand commun diviseur de ^ _^ et 

R-S 

Cela pose, considerons la fonction Fn{u'",{^), oil uei i^ont pour va- 
leur respectivement C'"*~''»'"', D'»»'-'«'-'^ q^ d designant des nombres 
quelconques premiers entre eux; m, n des nombres premiers; A, rdes 
exposants arbitraires. On a les egalites suivantes : 

De ces egalites on deduit la suivante, en egalant les seconds mem- 
bres et en les divisant par u — (^, 

(I) ^_^ F;>(^^-^i^^)^-^^— ^F;„(l^^P^); 

— ^^^ — et — — — sont premiers entre eux, puisque les exposants m, n 
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sont premiers entre eux; il en resuUe» d'apres I'egalite (i), que 

|/W «»/t 

r„{u"'yS^) est divisible par __ > c'esl-a-dire par F^(m, i*); on pent 
done ecrire Tegalite suivante, dans laquelle n represente une quantity 



enliere 

(2) F«(«'«,<'"')i=F„(i/, iOn. 

Comme uei t^sontdesnombres affectes de Texposant w^~*, il resulte 
du iheoreme etabli dans la premiere Partie que les diviseurs premiers 
de F;,{u''*, i;"*) sont de la forme HV-h i el, par suite, qu'il en est de 
meme pour le polynomell, facleur du second membrcde Tegalite (2). 

Je vais demontrer que les diviseurs .de 11 sont aussi de la forme 
H'm*-4-i. 

Je multiplie par u'" — v^ les deux membres de Fegalite ( 2) ; elle de- 

li^ — i*^ 
vient, apres avoir remplaceF„(w,^) par la valeur — — — > 

,//«/» __^,m/i_ fun^^n) fl; 

^ ' U — if 

d'ou, en remarquant que Ton a 

et en supprimant le facteur commun w" — i^, on deduit 

Les diviseurs premiers de ¥„^{u"j v") sont de la forme H'/n^-i- 1; en 
effel, M et ^ sontdes nombres affectes de Texposantm*^* : done les di- 
viseurs de n, facteur du second membre, sont egalemcnt de la forme 
H'm'^ + I . 

Les diviseurs de n elant de la forme H'/i'-h i, Wm^-{- i sont de la 
forme H'm'^/i'-h i. n est done le polynome que Ton s'est propose de 
determiner. II a pour valeur Tune ou Tautre des expressions suivantes, 
en designant IT par Umnf 

puisque u ei i^ sonl symelriques par rapport a m* et /*'. 
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En vertu de la formule 

4" — B" 
F„(A,B) = :^— ^, 

ces deux expressions de n^„ peuvent s'ecrire comme il suit : 
Applications. — Soient m = 3, n= 5; il vient 

II3 3=r: -— =: M* — u"^ {> •+- W*r' — //* i'* -h //' T* — MC" -4- 4''. 

Soienl >i = 3, / = i , C = 2, D = i ; d'oii u — 2'', ^ = 1 , on obtient 

H3,5= 2"*— 2" -4- 2**— 2'«— 2"— 2«-+- 1 = 4-13 f^3 145948577 267 201, 

que ce nombre soil premier ou non,il doitetredela forme H'/w'^/i'-i- 1, 
c'est-a-dire H'. 3\ 5 -h i , ce qui a lieu : il est egal a 

349 r 2 171 45 1 470942720 X 3*. 5 -4- I. 



TROISIEME PARTIE. 

Je suppose que T contient trois facteurs premiers; soil T = /iV/zV. 

Je considere la fonclion F«(w'"', p^"), dans laquelle u = c'-'^'-''*-', 
^_D/,-'m'-«^»-^ et je pose m^=R,,(^=S,; F„ ( a"'^ t^"'' ) devienl 
F„(R;\ Sf ) et la relation (2) donne, si Ton opere sur F«(R;', S^ ) comme 
sur la fonction F,,(a'", t^") de la deuxieme Parlio, 

(3) F,(RrS-) = F„(R,S,)?«,;„ 

ou (f„,„ represente une quantite entiere dont les diviseurs sonl de la 
forme H'/w'*n'-+- 1 . 

Je pose a"'=:R„i;"' = S,; la fonction F^fw'"', t^"") devienl F„(R;,S;) 
et Ton a pareillement 

(4) f„(r;,s*,)^f„(r„s,)'>,„ 

oil ^„^ a pour diviseurs des nombres de la forme H'//i' h- i . Comme les 
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premiers membres des egaliles (3), (4) sont egaux a F„(a"'%^'"*) et, 
par consequent, egaux entre eux, les seconds membres sont aussi 
egaux, et il vient 

fins jj«* 11^^^ fi/w/» 



les expressions j onl pour plus grand com- 

mun diviseur, puisque n est le plus grand commun diviseur des expo- 
sants ns, nm. 

Je divise ces deux expressions par leur plus grand commun diviseur, 
les quotients seront premiers entre eux. Ces deux quotients, divises 

respeetivement par > > seronl necessairement premiers 

entre eux; ainsi les quantites suivantes seront premieres entre elles : 



tl — i' U — V 



ff'i _ v»/* iis _ t»* ,/« _ ^^n f^ni _ ^,//i 
X ..' X 

U — i' U — V If — (^ U — i' 

II est facile de reconnaitre que ces quantites sont enlieres; en effel. 
considerons, par exemple, la premiere. Le numerateur est 

divisible par chacun des facteurs > du denominateur. el 

ces deux facteurs sont premiers entre eux, puisque net 5 sont des nom- 
bres premiers; le numerateur est done divisible par leur produit. 

Je multiplie les deux membres de Tegalite (6) par u — r, je Irs di- 
vise parw" — (^' et j'obtiens la relation suivante : 

Comme on vient de le voir, le premier facteur du premier menibre 
de I'egalite (7) est premier avec le premier facteur du second membre; 
o,f„, est done divisible par le premier facteur du second membre, cl 

Anii.de I'^x. Xormale. 3'Serie. Tome I. — Decembrr i88'|. • > I 



4o2 A. LEFEBURE. • 

Ton est conduit aux egalites suivantes : 

n est une quanlile enlicre dont les diviseurs sont de la foiine 
Wnhn^ -h If comme ceux de (p„,nf et de la forme H'nV+i, comme 
ceux de ^;,,; done ils sont de la forme Wn^mf's^-h i. 11 est doncle po- 
lynome que je m'etais propos6 de determiner : je le designe par n^;;,,. 

Pour Toblenir, je vemplace dans Tegalite (3) (p„,n par sa valeur tiree 
de Tegalite (8). II vient, en remplacant R,, S, par leur valeur u\ i^, 

(9) "'"--F«(«-,^-)Fa./%i-)' "~^^ , <-li 

On pent encore ecrire comme il suit le polynome llnms^ a Taide de la 

\n pjrt 

formule F;,(A, B) = x^n ' 

__ ( w'"*'* — ("""» ) ( //"' — c"* ) ( //* — ('') ( w« — r'* ) 

dn voit que les exposants de a et i^ dans les facteurs qui composent 
II;,,;,, sont formes des trois nombres m, s, n qui y entrent tons, soit iso- 
lement, soit dans toutes leurs combinaisons 2 a a, 3 a 3. 

Applications. — Soient /i = 3, /w = 5, 5 = 7, ^ = 1 , il vient 

u'^ 4- m'* -4-1 u^^-\- ir' -h I n^^ — w*' -4- w" — //" -f- //** — w ' -i- i 

3,5, T ||*_|_/|7^j • f^i_^ii_^i ~~ 11^^ n-i ^ if^^ fi^^ 11^^ n ^x 

d'oii 

4- w" 4- //" 4- m'' — M*' — m" — M-^ — m" — M*^ 4- M*^ 4- W** 

4- M**4- M*^4- M*^4- m"— w' — //' — 2W" — U^ — ^«*4- M*4- M 4- I. 

Soient /=:[,A=i,^-— r,c=2, d^oii w = 2, les diviseurs de 11., 5 , 
doivent etre de la forme H., , -,. ; il vient, en effet, 

"3,5.7^ ^»734746899i99i I, 

II3 5 7~ 4509282761142 X 3 X 5 X 7 -h r. 

La composition du polynome n,;;„, que Ton vient d*indiquer est 



/ 

1 
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generale; elle se retrouve, quel que soil le nombre des facteurs de T, 
dans H'T-4- i. La demonstration de celle proposition est analogue aux 
precedenles, mais elle exige quelques developpements. 

Soit T = n'/w*/. . . r**, soit n^,;,,...^ un polynome dont tous les divi- 
seurs sont de la forme H'T^- i; si Ton pose 



//inC"'-"'''-"'-'- •'•'-', i=i\)" 
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le polynome ll„f„s..,r aura la forme indiquee par Tegalite (lo). Les 
exposants de u et r seront composes des facteurs premiers n^m^s, . . . , r 
qui y entreront tous soit isolement, soit dans toutes leurs combinaisons 
2 a 2, 3 a 3, . , . , X a X, si X est le nombre des facteurs n, m^ s, . . . , r. 
II convient de remarquer que ces combinaisons se placent alternali- 
vcment au numerateur et au denominateur. 



QUATRIEME PARTIE. 

Les polynomes n> fonctions de u, s^^ que Ton vient de determiner, 

sont independants des exposants /, //, k, . . . de n, m, ^, Leur calcul 

reste done le meme quels que soient ces exposants. II n'y a que u ei v 
qui varient avec eux. 

Ces polynomes sont symetriques et bomogenes par rapport a u et ("; 
leurs degres sont respectivement 

// — I, (/^ — i)(m — i), (/I — i)(m — i)(,v_i), ..., 

selon que leurs diviseurs sont de la forme H'/i'-f-i, H'/i'/w*-hi, 
H'/i'm'^5*-f- r, 

Le polynome U^^,,, qui a pour expression l: ' y peut s'oblenir 

par une regie assez simple, qui trouve egalement son emploi dans la 
recberche des polynomes U„f„s,„r' 

Jo suppose le polynome n,,,;, ordonne par rapport aux puissances 
croissantes de v; [n — i)[m— i) est le plus fort exposant de r. Soit 
r = [n — \){m — \)\ \\,nn pent s'ecrire comme il suit : 
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Je multiplie ce polynome par le denominaleur F^(w, r), je dois 
retrouver le nunierateur F„(a"',^"'). On oblient ainsi r-4- i equalions, 
dont la resolution est facile, en egalant 2 a 2 les coetlicienls. On pent 
ainsi determiner Ao» ^m •••» K* On arrive a la regie suivante pour 
oblenir ces coefficients, en supposant que Ton ait pris pour n le plus 
petit des deux nombres m, n, ce qui est toujours possible. 

Les deux premiers coefficienis h^^ h^ sont i , — i ; les n — 2 suivants 
sont nuls. Pour les autres, ilssalisfont a Tegalile Aa= Aa_w» il y a excep- 
tion quand I'indice a de h^^ est un multiple de m, ou bien quand il est 
un multiple de m augmente de Tunile. On a alors 



'hm — 1 ■+" 'hm-m 'hm-hl — — 1 -h /^ 



tm-hi — n* 



II resulte de cette regie que les n premiers coefficients A©, h^, h.,, . . . 
sont I. — I, o, . . ., et que les suivants s*en deduisent tres facilemenl. 
On peut demontrer qu'ils sont tons i, — i ou o. 

Les coefficients a egale distance des extremes sont egaux et de meme 

signe. Ainsi soit ywv^ un terme de " ' S comme ce polynome 

ne change pas de valeur quand on y remplace u par i^ et reciproque- 
ment, il en resulte que yu^v^ est encore Tun de ses termes. Or yu^s^, 
yv^u^ sont des termes a egale distance des extremes : leurs coefficients 
sont done egaux. 

Application. — Si Ton suppose /i = 3, /n = 5»d'ou {n — i)(/w — 1)= 8, 
Tapplication de la regie precedente donne 

7/0=1, hi — —ly //2 = 0, /l3=:/io=I, ll,^^=Z /l^ — —{y //5= I -h //j= J, 

Ac — — I -h //3 — o, /*: = //^ = — I , Ag = h^ — I ; 

d'oii 

Fa(«, I') 



11, 5 — ^\ / i=r u^ — u'r -h u^ v"* — u^ v^ -+- u^ r* — uv'' -h c'. 



resultatdeja obtenu par le calcul direct de la division. 
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES, 

Par M. G. FLOQUET, 

I'ROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY. 



Soit/(.r) une fonction supposee uniforme autour tlu point a? = o 
et presentant en ce point une singularite essentielle. Supposons, en 
outre, que x = o soit uri point singulier isole, c'est-a-dire qu'il 
n'existe ni pole, ni point essentiel, a distance infiniment petite de 
Torigine, auquel cas/(a?) est developpable en une double serie, pro- 
cedant suivant les puissances entieres, positives et negatives de x, et 
convergente dans le domaine de Torigine. Les deriveesy^(.T),/"(a:), ,.., 
f^^{x), ... seront aussi developpables de cette maniere. Mais il s'en 

f'{ r) 

faut qu'il en soit loujours de meme de la derivee logaritlimique -fr-r 
et des tonctions • ., - ■ 

Si f[x) n'a pas de zeros infiniment voisins de Torigine, • ne 

presentera aucune discontinuite a distance infiniment petite du point 
07 = o, et sera developpable en double serie convergente. Mais Tequa- 
tion/(a:) = o pent admettre une infinite de solutions dans tout domaine 

du point X = o, si petit qu'il soit, auquel cas 'y/— \~ admettra une infi- 
nite de poles. Ce rapport n'est plus alors developpable a la maniere 
de/(^). 

De la la necessile d'apporter une restriction a une remarque et a un 
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theoreme que j*ai enonces dans un Memoire anterieur, publie comnie 
Supplement au tome VIII des Annates de I'Ecole Normale supirieure, 
annee 1879. II s'agissait d*une equalion differenlielle lineaire 

d"^ V d'"~^ y 

dont les coefficients sont de la forme \ C, j?', c'est-a-dire developpables 



00 



en doubles series convergentes dans le domaine du point z^ro. 

A la page 17 (n** 18), je suppose qu'il existe une integrate telle que 
.x^i^{x), ^{oc) designant une fonction holomorphe dans le domaine de 
Torigine, differente de zero en ce point, et je fais la substitution 

y — ^P i); {jc)fz djL\ 

J*obtiens la transformee en :; 

dont les coefiicients q sont donnes par les formulas marquees du 
signe (i). Observant que qi^ se compose de /?a, augmente d'une 

somme de lermes tels que \ Caa?~" '^ ^( \ ^ ^^ ^^^"^^[x] est la de- 


rivee (A — ^y*'™*^ de ^[x)y j'en conclus que les coefficients q sont uni- 

formes et eontinus dans le domaine du point x = o, a ce point pres, et 

4-98 

par consequent de la forme \ C/a?^ comme les coefficients/?. Celte con- 

elusion est enliercment rigoureuse. Mais la remarque qui la suit (p. 18, 
ligne 3) demande a etre completee. « Pour que les coefficienis q pos- 
sedent ces proprietes, il n'est pas necessaire que ^[x) ne contienne 
dans son developpement que des puissances positives de x : il suiFit 

que ^{x) soit de la forme \ C/o?'. > II faut ajouler, d'apres ce qui a ele 

dil plus haut : t et que ^{x) n'ait pas de zeros infiniment voisins de 
Torigine •. 



"^ 
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• 

II resullc dc la que le theoreme enonce a la page 121 (n"" 95) doil 
etre rectifie. S'il est toujours possible de decomposer Texpressidn P(j) 
en facleurs premiers symboliques, 11 n'est pas Ipujours pcrmis de les 

-»-co 

suppose!" de la forme -^ ~~~y/ C/a?'. Pour que cette forme soil possible, 

— « 
il faul et il suffit que les fonctions designees par yi(a?), y2('^0» • • • 
y,;,(j7) n'admeltent pas de zeros a une distance infinimeni petite de 
Torigine. Par exemple, on a 



,^- r J>ni- COS - >• 



dv I 

-7- -h -I r 
ax ,r 



1 . I \ \ (ly 1 / I . 1 \ 

- sin — V -7 I 4- - sin - V , 

.V jL/'j [ax x\ X •^V J 



tandis qu'il n^existe pas une seule decomposition de 






'V •?. dy I \'dv I / I I \ 1 /dy i 1 \ 

-5 -^ ;- -t- -T K = -7- H 2 cot - 7 -p- H r cot - >• 

x^ X dx X* ^ \^dx x\ X xj I \dx x^ x j 



oil les facleurs aient la forme en question. 

La proposition I (p. 122) doit done s'enoncer ainsi : 

Si I expression V(j) est decomposable en facleurs symboliques de la 
forme -j y\ C/^', le degre y de sa fonction determinante est egal 
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au nombre total j des facteurs reguliers qui entrent dans cette decompo- 
sition. 

La proposition II est exacte, a cause de la remarque qui est au bas 
de la page 124* Les tbeoremes L H et III de la page i25 sont tou- 
jours des consequences des deux propositions precedentes. Quant aux 
quelques raisonnements qui suivent, il est Irop aise de reconnaitre ce 
qu'on doit y modifier pour que nous insislions. 

Puisque j'ai ete amene a revenir sur cette question, de la decompo- 
sition d'une expression difTerentielle lineaire en facteurs symboliques, 
je vais, en terminant, Tappliquer au cas oil P(y) = o est a coefficients 
periodiques, Tintegrale etant uniforme, 

Supposons les coefficients simplement periodiques; V[y) = o admet 
toujours comme integrale une fonction v^ periodique de seconde espece. 
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Je pose y = ^./s dx. La Iransformee Q.[z) = o, d'ordre /w — i, est de 
memc forme que P(j) = o, el je possede une inlegrale f^a telle que t',- 
Je pose z = v^Jtdx^ et de Tequalion en t^ je deduis pareillement v^, 
et ainsi de suite jusqu'a (,„. Considerons la decomposilion en facteurs 
premiers symboliques 

1 = A//I A//f -1 . . . Aj Ai, 

correlative du systeme fondamenlal 
On a 

Or, le produit i^it'a- • -^z etant periodique de seconde espece, sa derivee 
logarithmique a, est periodique de premiere espece; par consequent, 
dans le cas considere, I'expression P( j) est toujours decomposable en 
m facteurs a coefficients periodiques. 

Le meme raisonnement prouvera quo, si les coefficients de P(/) sonl 
doublement periodiques, il exisle toujours une decomposition a coeffi- 
cients doublement periodiques. Soit, par exemple, I'equation 

d-v ,, sn.r cn.i- dv , , 

-~ 4- A- — ~ 4- Y dn-^ = o, 

dx' {\\\v dx 

oil k designe le module, et oil les coefficients possfedent les periodes 2K 
et 2K'v — I. Elle admet les deux solutions sna; el cna?, qui sont dou- 
blement periodiques de seconde espece, aux multiplicateurs egaux 
a — I pour la periode 2K, aux multiplicateurs 4- 1 et — i pour la 
periode lYi'sj — 1. Son premier membre se decompose ainsi : 

dv \ {dv \ 

rt, el a., ayant pour expressions 

sn.rdn.r sn.r(in.r ,^sn.rcn.i- 

cnx cnx dii./- 

functions qui sont bien de premiere espece. 
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QUELQUES RECHERCHES 



SI R LA 



thEorie des quadratures 



DITES MfiCANIQUES, 



Par M. T.-J. STIELTJES. 



INTRODUCTION. 

• 

Les formules (l*approximntion qui servent a calculer la valeur iiumo- 
rique d'une integrale definie ont ele Tobjet d'nne elude d'ensemble, 
de la part deM. Radau, dans le Tome VF (3*serie) du Journal de Mathe- 
matiques pares et appliquees. 

L'auteur y a reuni a peu pres tout ce qui est connu sur ce sujet et, 
en doDuant les constantes dont on pent avoir besoin dans Tapplica- 
tion, il a encore augmenle I'utilite de son travail. 

Les rechercbes suivantes ont ele dirigees par une aulre idee. En me 
pla<;ant au point de vue le plus general, mon but a ele d'eludier la 
question de savoir si ces formules permettent d'atleindre une approxi- 
mation indefinie. 

Jusqu'a present, il semble que cette etude n'ait pas encore ele 
abordee. On a toujours suppose que la function donl il s'agil est 
developpable en serie suivant les puissances croissantes de la variable. 
Or, comme on le verra, ces quadratures ou, a Pexemple de Gauss, les 
abscisses sont delerminees de maniere a atteindre le plus baut degre 
de precision, presentent des circonstances particulieres, qui ont pour 
consequence qu*elles sont applicables dans des cas bien plus etendus. 
Par exemple, la quadrature de Gauss elle-meme donne une approxi- 
mation indefinie pour toute fonclion integrable. Dans Texpusilion de 

Ann, de VP.c. Norm, 3« Scrie. Tome I. - DAcembre 188^ 52 
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la iheorie generale de celte quadrature mecanique, j'ai emprunte bien 
des choses au Traite des fonctions spheriques (deuxieme edilioo) de 
M. Heine, et les n^» 1, 2, 4 ne conliennent rien d*essentiel qu'on ne 
trouve dans ce Traile. 

1 . Determination d*un polyndme qui satis/ait a certaines conditions. 
— Soil/(a?) une fonclion donnee, qui ne devient pas negative, quand 
X prend les valeurs a, b et toutes les valeurs inlcrmediaires, et inle- 

grable dans cet intervalle, en sorte que / f{x)dx ait un sens deter- 

mine. 11 n*est pas necessaire que/(a?) reste toujours finie; mais nous 
supposons finies les limites a et 6, bien que quelques-uns des resultats 
auxquels nous arriverons restent applicables dans le sens contraire. 
Enfin, pour eviter certaines discussions qui n'auraient guere d'uli- 
lite, nous ferons encore la restriction suivante : nous supposerons 
qu'il exisle un intervalle (A,B) appartenant a Tintervalle plus etendu 
(a, h) tel que, lorsque db est situe dans (A, B),/(a?) reste conslamment 
superioure a une quantite positive £, d'ailleurs tout a fait arbitraire, 
romme I'intervalle (A,B). 

Grace a cette derniere restriction, la valeur de / f[x)dx sera done 

positive et differente de zero, et nous avons ecarte aussi le cas sans 
interet ou/(^) serait constamment egale a zero dans rintervalle(a, b). 
Cela pose, nous commenijons par determiner un polynome V[x) 
d'un degre donne n, 

par les conditions 

(l) I f{x)V{x)x^ dx-=^0 (Ar^iO, I, 2, . . ., « — l). 

^ a 

Ces conditions donnent lieu aux equations lineaires suivantes, qui 
servent a determiner les inconnues ^,, as, . . . , a;, : 



I / J\'r)x'*^''dx -\-a^ i f{x)x"^^-^dx 



(^'^ > 



-h a^ I /'(x)x'*^^ 'dx -+-. , .-ha^ I /{x)x^dx=z o. 



RECIIERCHES SUR LA TH^ORIE DES QUADRATURES DUES MECANIQUES. 4» I 

Le probleme est done determine en general, et les inconnues a,, 

a.^, .... a„ dependent rationnellement des 2/1 constanles / f{x)x'^dx, 

oil * = o, I, 2, . . . , 2/1—1. Mais il importe de faire voir qu'en resol- 
vant ees equations lincaires, aiicune impossibilite ni indetermination 
ne sauraient se presenter. 

Remarquons pour cela que le determinant A du systeme (2) est 
compose d'une serie de termes, dont chacun est un produit dc n inte- 

grales de la forme / f[x)x^dx. En ecrivant un tel produit sous la 

forme d'une integrale multiple d'ordre n^ on arrive a I'expression sui- 
vante de A 






X 



I 


^1 


xj 




x;-' 






J7, 


X\ 


x\ 




x-i 






^l 


^l 


A 




x-r 


dxx dXf . 


. .dx„ 


• • 


• m 


• m 




• • • • 








K 













ou bien 



A=i / I .., I f{x^)f{x^),.,f{^Xn)'r^x\xl..,xl'^Udx^dx^...dxny 



Oil Ton a 



n = 



1 


^1 


x\ 


I 


x^ 


A 


I 


^3 


x\ 


• 


• • 


• • 


I 


Xn 


A 



X 
X 
X 



1 

/i-l 
s 

n-1 



• • • • • • 



X 



n-\ 



La notation des variables etant indifferente, on pent, dans cetle 
expression, permuter de toutes les manieres les indices i, 2. ..., n. 
Par une permutation quelconque 11 ne change pas : on change seule- 
ment de signe, et, en ajoutant toutes les equations qu'on obtienl, on 



aura 



2d IZZ X2X2 • • * X fg — II , 
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done 



h ^b 



(3) 1 .2.3. . ./iA= / / .•./ /(•^i)/(*^j)- • ./(•27„) (n)*rfj?, ^j:,. . .^.r,,. 



a ^ a ^ ti 



D'apres les conditions que nous avons imposees a/(ir), il est evident 
que A a une valeur positive, difTerente de zero. 

Le polynome chcrche P(^) existe done pour toute valeur de w, et 
nous designerons ces polynomes, pour n=\, 2, 3, ..., par V^[x)^ 

2, Proprietis des polyndmes P(^). — La propriete prineipale du 
polynome P;,(^) consisle en ce que Ton a 

ce qui est une consequence immediate des equations (1) qui ont servi a 
le determiner. 

Les indices m et n elant dilTerents, on a done aussi 

(5) r/(^)P,n(^)P«(^)^^ = 0. 

A Taide d*un raisonnement du a Legendre, nous pouvons maintenant 
etablir la proposition huivante : 

Les racines de V equation P„(a7) = o sont reelles, inegales el comprises 
ENTRE a et b en excluant les limites. 

En effet, designpns par a?,, 0:29 . . . , 0:^ les racines reelles comprises 
entre a et b. Le nombre de ces racines est au moins egal a 1 , parce que, 
a cause de Tequation 

P„{oo) doit changer de signe dans Tintervalle (a, b). 
En posant 

P/tC-^?) = (^ — j:^! ) (^ — ^») • • • (^ — -^a) Q('2?), 

Q{x) ne changera point de signe dans rinlervalle (a, h). 



RECIIERCIIES sun LA THEORIE DES QUADRATURES DUES MECAMOl'ES. 4»3 

Or, si Q{x) n'etail pas simplement egal a I'unile, 
serait au plus du degre n — i, et Ton aurait, d'apres (4), 

a 

ce qui est evidemment impossible, parce que I'inlegrale a une valeur 
positive. 

Toutes les racines de P„{x) = o sont done comprises dans I'inter- 
valle (a, 6), mais il ne saurait y avoir deux racines egales entre elles. 
En eflet, supposons 

P„(^) = (.r-J7.)*R(^), 

R(a?) etant un polynome du degre /i — a; on devra avoir 

f Ax)Pn{^)R{x)dx = o, 

ce qui est impossible. 

3. Relations entre les polyndmes P(it?). — Le polynome Q(j: ) du 
degre n, le plus general qui satisfasse aux conditions (i), 

/ f{x)(i{x)x^dxz=io (A:=:o, I, 2, . . ., W — l). 



a 



ne se distingue de ^n[^) que par un facleur constant. 

En effel, tout polynome Q(^) du degre n pent se mellre sous la 
forme 

Or, en multipliant par P«-a(^)/(^)^ et integrant entre les 
limites a, b, on trouve, a Taide de (5), 

o^ak f /(^)[P»-*('3?)]*rfa? (A: = 1,2,3,...,/!), 
c'esl-a-dire aA = o. 



4l4 T.-J. STIELTJES. 

ConsideroDS maintenaDt I'expression 

A eiant une conslante quelconque. Ce polynome satisfait evidemment 
aux conditions 

Jf /{x)R{x)x^dx=iO (Xr=:o, I, 2, . . ., /I — 3). 
a 

Mais on peut clioisir A de maniere que B.{x) soil du degre /i — 2; 
pour cela, il suffil que a? — A soil le quotient qu'on obtient en divisant 
P„f;r)parP„_,(j?). 

D'apres la remarque que nous venons de faire, R(^), pour cette 
valeur particuliere de A, ne difierera que par un facteur constant de 
P/i-2(^)» en sorte que nous avons une relation de cette forme 

avec 

Pt(x) = {x-oi,)P,{x)^\,. 

On peut arriver facilemenl a des expressions elegantes des ^on- 
stantes a^y X^. L'equation 

P*-+-i (^) = (^ — a^-) Pa(-p) — Xa- Pa-1 (^ ) 

donne, en effet, en multipliant par Pi,{x)/{x) dx el integrant de a? = a 
jusqu*a j?== 6, 

/ xPk(^)Pk{^)f{x)dx 



(7) «* = 



r ^k{oo)Pf,{^x)f(x)dx 

"a 



En multipliant la meme equation par Pa_, (a?) /(a;) £2r et integrant, 
il vient 

f PA.(j:)P*(^)y(^)rfx 
(8) X*= — f 



y Pt_,(a^)p*.,(-»-)/(^)rf.* 
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en remarquanl que xPff^^{x) = Pft{^) 4- un polynome de degre k — i. 

On voit que a^ reste compris entre a et 6, tandis que X;^ est toujours 
posilif. 

Les relations (6), (7) et (8) permettent de calculer de proche en 
proche tous les polynomes P, (a?), P2(^), .... On a d'abord 

= / xf{Ji:)dx:l f{x)dx, 



«0 



ce qui fait connaitre P,(ir). Les formules (7) et (8) donnent aiors a,. 
X,, CO qui fait connaitre VJ^x)^ .... 

Mais les relations (6) conduisent encore a une autre consequence, 
qui complete la proposition demontree sur les racines de Tequa- 
tion P„(ir) = o. 

Suhstituons la valeur x = ao» racine de P, {x) = o dans 

P,(x) = (x-flt,)P,(i)-X„ 
il vient 

quanlite negative, par consequent. L'equation V<^{x)^=-o a done ses 
racines /3, 7, Tune superieure, Taulre inferieure a a©. 
On trouvera de meme 

i>3(S)=-x,p,0), 

P3(y)=:-X,P,(y), 

mais P< (|3) est posilif, P, (7) negatif; done l'equation ^^{x) = o a une 
racine superieure a jS, une autre comprise entre /3 et 7, enfin la troi- 
sieme inferieure a 7. 

En continuant ainsi, on voit que generalement les racines de 
P^.^(a;) = o separent les racines de P^(a7) = o. 

4. Application des resultats prdcedents a la quadrature mecanique, — 
Soit i.^[x) un polynome entier en x, du degre 2/1 — i au plus. La divi- 
sion de y(a?) par P„(x) donnera 

(?(a;) = Q(a:)P,,(^)4-R(x); 

1 e quotient Q(^). ainsi que le reste ^{x) etant tous les deux du degre 
n — \ au plus. 
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En faisant attention a (4)» on en lire 



f Ax)g(x)dx= f /{x)l{(jr)dx. 



Designons par a:,, x.^, ..., x„ les racines de Tequalion Vn[oc) = o, 
rangees par ordre de grandeur croissante: R(aj) etant du degre /i — i, 
on a identiquement 

«'->-(;?3^^«'-.'^--^ i.-':-.',;!,(..) »''--'^ . 

en posant done 

il vient 

b 



X 



mais R{a?, ) = (/(a:, ), . . . ; done 

(10) f /(:r)g'(x)dj? = A,g(x,) + A,g(x,)+...+ A,g(a:„), 

oil les constantes A|, Aj, . . . , A;, ne dependent en aucune fagon de la 
fonclion (/(^r). 

5. PropriStes des constantes A^. — La prenniere de ces proprietes 
consiste en ce que tous les A^sont positifs. Cela ne resulte pas imme- 
diatement de la formule (9) qui a servi a ieur definition, quoiqu\)n 
pourrait le deduire de cette formule. 

Mais il est plus facile de remarquer que la formule (10) subsiste 
pour un polynome y(a?)du degre a/i— I au plus, tout a fait arbitraire; 

d*ailleurs, il est permis de prendre c^[x) = "^ > ce qui donne 
d'ou resullc immediatement la propriete cnoncee. 
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Cette propriete est done une consequence necessaire de (lo). memo 
dans le cas oil Tequalion (lo) ne subsisterait qu'en prenant pour {i{x) 
un polynome du degre 2/1— 2. 

Nous arrivons maintenant a une autre propriete plus cachee des A^, 
que nous enonQons d'abord en ecrivant les deux inegalites 

(i'^) \,-i- Ai-H A34-. . .4- Aa > I /{a:) dx (A-=:i, •;?, 3, . . ., /I — f, //), 

*- a 

f f{x)dx (A::= I, 2, 3, . . ., /I — i). 

a 

La demonstration de ces inegalites depend de nouveau de la for- 
mule (10), oil nous prendrons pour c^[x) un polynome T(a7) du degre 
2/2 — 3 defini par les conditions 

T(x,) =1. T{x,) =0, 



T(a?;t-hi) = o, T'(a:>t+i) = o, 
T{Xk+i) = o, T{xi,^i)= o, 



Tixn) =0, T'(xJ =0. 

Le nombre de ces conditions etant 2/1 — 1, et les quantites a?^, 
a?2. . . ., ^rt etant inegales, T(a;) est parfailement defmi, et Ton aura, 
d'apres (10), 

(i4) f /(j?)T(j?)(ia? = A,-i-A,-hA,4-...4-A/. 

Considerons maintenantl'equation 

T{x)-^o. 

Nous voyons d'abord qu'elle admet les racines 

*-^'i> *^i» ^if • • •> *^it— 1» 

au nombre de /i — 1. 

^/i/i. de I'Ec. Normale. 3* Sorie. Tome I. — D^cembre 1884. 53 
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Ensuile, le theoreme tie RoUe nous apprend Texistence des k — i ra- 



rines 



y y \r r 

f ^ ^ .• , 

'!♦ "»-> "»)♦ •••? *»A"— 1» 



qui separent les quantiles a?^, x.^^ a?,, . . . , a?;^. 

Enfin, le meme theoreme nous apprend Texislence des n — k— \ ra- 
cines 

\k-<r-l> \k-\-Zy • • • * ■'1/i 

qui separent les quantites Xi,^^^ •^a+2» • • • • ^n- 

Le nombre total des racines enumerees s'eleve a 2/1 — 3, et, comme 
Tequation est du degre 2/1 — 3, elle n'en a pas d'autres. Nous voyons 
done que toutes les racines de T[x) = o sont reelles et inegales. II s'en- 
suit que T'(^) change de signe chaque fois que x passe une des racines. 
Les racines Sa-, Qt^M+t sont deux racines consecutives, landis que x,, 
est compris entre ^;t_, et ^am- Mais T(^a) = 'i T(^yt^,) = o; done 
T{x) est constamnient negalif dans Tintervalle (?*.,» ^a+^<)- 

Connaissanl maintenant le signe de T'(a?)» dans un des intervalles 
compris entre deux racines consecutives, on en deduil aussitot le signe 
de T'(^) pour une valeur quelconque de x; on trouve ainsi : 

Inlenallc. Signo do T'{x). 

(«,^''i) — 

(^i,5i) -+- 

(^i» -^'j) — 

(•«^2, 5,) -r 

(,r;t_i,5A-.-,) -f- 

(?A-1» «^A4-i) — 

<^A+i>t^Ah-j) -H 

(■'lA-HJj -^Ah-j) — 



• • 



("'i/ij *^«) 

i'^nfb) -r- 

D'apres cela, on peut se representer facilement la serie des valeurs 
que prend le polynome T(»r), et qui est indiquee dans la figure ci- 
joinle. 
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On voit : 

I*" Que T[x) ne devient pas negalif dans Tintervalle {a, b)\ 

a" Que T(a?) ne devient pas inferieur a l*unite dans rinlervalle 



T 



j^i Ji 



I 
I 

I I 
I 



I > 

I I 



I I 

I ! 






V ' .^ 



t 

/ 



/l 



jr*-j rjt_i x^ Tit-t-t Jt^t (-i jr*-f-a 






Des lors nous pouvons conclure de I'equalion (i4) 

A, -\- A^-i- ... 4- Ax- 1 / /(^')T(.r) r/.r. 

Le signe = ne saiirail convenir que lorsque rintervalle (A,B) donl 
nous snpposons rexistence (n** 1) toinbe entierement dans rintervalle 
a, o-yt). En rempla^anl enfin T(.r) par sa valeur minima dans rinter- 
valle {a,xj^, qui esl egale a Tunite, nous avons, dans tons les cas. 



..a 

A, f- Vi^-... -^ Aa> / j\x)(U\ 

Ce raisonnement s*applique aux valeurs i, 2, 3, . . . , /i — i <ie k: 
d'apres une rcmarque que Ton trouvera plus loin (n" 7), cetteinegalite 
reste encore vraie pour k -- n. 

Quant a linegalite (i3), on pourrait la deduire d'une maniere ana- 
logue; mais il est un pen plus court de remarquer qu'on demontrera 
precisement de la meme maniere que (li) celle autre inegalite 



-A^^i 



A^f-s 



! . 



^0 

\„ > / /(.r) ci,r (/.• 3z I, 9., 3, ...,// — 1), 



en considerant Tautre limite {b) de Tintegrale. Or 

A, ; A.>-f-. . . -!- A„— / f{x)dx; 
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(lone, par souslraclion, 



f /(x) dx. 

a 



Nous savons deja que A^ est positif ; cela se confirmc dc nouveau par 
les inegalites (12), (i3) en remplagant dans la derniere k par ^ — i. 

Avant d'aller plus loin dans les considerations generates, nous allons 
mainlenant considerer un cas special, celui de la quadrature de Gauss, 
on de/fa?) = 1. 

6. Sur la quadrature de Gauss. — Supposons donc/(a?) = 1 , el pour 
simplifier (sans nuire reellement a la generalite), a = — i, 6 = h- i. 

Alors, comme Ton sail, le polynomc P„(a?) ne se distingue que par 
un fncleur constant du polynome X„ de Legendre. Les inegalites (13) 
el (i3) (leviennent 

( - 1 -h Aj -+- Aj -I- . . . -h \k > '^k> 

('*' \ 4 1 4 ^ 

Supposons mainlenant qu'on applique la quadrature a une fonc- 
lion ^[x) quelconque; on aura pour valeur approchec de 

/ ri(x)dx 
^ -1 

Toxpression 

(i5) A,-^(j:,) -f- \i^HJ't) -H. . .-H A,t.l'(.r„). 

Mais, d'apres les inegalites (i4), ^r,, ^2» ^i» • • • tombent dans les 

inlervalles 

(—1,-1-1- A,), (— I -f- A,, — n-Ai-f- A,), 

(— I -h A,-|- Aj, — I -h A,-f- Aj-h A,), 



ion de Tintegrale j Tf[x)dx, 



Cette expression (i5) rentre done dans celle-ci, qui sert de defmi 

-4-1 

I 

*^ - 1 

lim. [0, ''^\?i) 4- 0, J(;2) -h. . .4- o„ f^C^n)l 

et comme les dillerences a^, -hi, x^ — x^, x^ — x.,, ... deviennent 
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infiniment pelites avec -> nous arrivons a]ceUe conclusion, que Tex- 
pression (i:^) donnera avec une approximation indefinie la valeur de 

I ri{x)dx, en augmentant n, toules les fois que S{x) estintegrable 

dans I'intervalle (— i , -h i), el reste comprise enlre deux limites tinies. 

7. Sur la distribution des racines de I'equation P,i{x) = o. — Dans 
le cas special que nous venons de considerer, les connaissances acquises 
sur les polynomes de Legendre nous ont permis de conclure que les 
racinos .r,, x^y ...» a?„ sent distribuees de maniere (|ue les quan- 
tites -f- I -i-x,, .r^ — 07,, . . ., .r„ — x„_^, i — Xn deviennent infiniment 

petites avec --11 nous reste a chercher la proposition analogue pour le 

cas general. Voici une premiere observation a cet egard : 

Supposons d*abord qu'il existe un nombre a^ plus grand que a, 
mais plus petit que b, tel que 



f /(.r)./.r^-o, 



• n 



done aussi 



II 



11 est evident alors que le polynome ?n[^)^ que nous determinons, 
sera identique a celui qu*on aurait obtenu en considerant directement 
les limites a, et b au lieu de a et b. Les racines de Vn{oc) = o seront 
done comprises dans rintervalle (a,, b) (excluant les limites), et il n'y 
aura aucune racine dans Tintervalle (a, a<). Une remarque analogue 
s*applique a Tautre limite 6, et nous pouvons done dire que, Iorsqu*un 
inlervalle (a, |3), tel que 

/ f{x)djo — o, 

s'elend jusqu'a une des limites a ou b, cet intervalle ne comprendr«i 
aucune racine de P„(^) = o. 

Mais nous ajoutons maintenant que, lorsque cet intervalle (a, |3) ne 
s'etend pas jusqu*a une des limites a ou 6, cet intervalle (incluant les 
limites a, j3) ne comprend jamais plus i\'unc racine. 
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Cesl, en effet, une consequence immetliale des inegaiiles(i2) el(i3), 
qui donnenl 

f{x)dx:> o (X — . I, 2, 3, . . ., // -— i). 

Des exemples font voir, du reste» que les deux cas, oil un tel inter- 
valle (a,|3) comprend une ou aucune racine, se presentent tous les 
deux. 

Supposons, par exempie, que la fonclion /[w) ait la propriele 
exprimee par Tequalion 

alors on verra facilem^nt que, a chaque racine x^ de P„{x) = o, corres- 
pond une racine n -^ b — x^, Supposons de plus que /{x) soil con- 

stammenl egale a zero dans Tintervalle (— //, ^^-^ 4-/*]; alors, 

n etantpair, il n'y aura aucune racine de P,^(a;) dans eel inlervalle (parce 

(|u'il ne pent y en avoir deux); mais si n est impair, la racine — — - 

lombe dans cet inlervalle, et c'esl la seule. 
Nous allons maintenant demontrer la proposition suivante : 

Soil («, i^) un inlervalle quelconque, ffdsanl partie de r inlervalle plus 
elendu (a, b) el lei que 

f{.r)dx 



£ 



ail une valeur post live differenle de ziro; alors, pour loules les valeurs de 
n au-dessus d*une cerlaine limile^ au mains une racine de P„(x) = o 
lombe dans eel inlervalle (a, /3). 

Prenons un inlervalle (a', /3'), « < 5«:'< /5'< |3, lei (|ue 



'a' 



M ayant une yalnuv posiiii^e, ce qui est possible, d'apres la supposition 
que nous avons faiie. 



f 

\ 

> 
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Construisons maintenant un polynome T{x) iVun degre fini k, tel 
que 

Val.abs. T(j:)<£, aljcia, '^'^xib, 

et supposons de plus que T(a?) soil positif dans rintervalle (a»a') el 
dans I'intervalle (/3', |3). Admettons pour un moment Vexistence d'un 
tel polyn6me T(a?) d'un degre fini k, s etant une quantile arbilraire. 
Alors, lorsque n est superieur a ^^» il y aura au moins une racine de 
P„{x) dans Tinlervalle (a, /3). 

En cffet, supposons que cela n'eul pas lieu. Parce que ny^ [k, on a 
exactement 

*■' a 

ot cette integrate serait inferieure a 

£(A|-l- Aj-h. . .H- A„) = £ / f{x)dx. 

^ a 

Mais, d'aulre part, il est evident que la valeur de cette integraie esi 
superieure a 

M — e / f{x)dXf 

(*e qui implique contradiction, s etant arbitraire. 

Quanl a Vexistence du polynome T(^), on pent s'en convaincre ainsi 
qu'il suit : 

Suit Y[x) une fonclion continue, a un nombre fini de maxima et 
minima, dans Tintervalle (a, b). En posant 

b -^ a — 'y.x 

7 — coscp, 

b — a ' 

on aura 

et les limites a? = a, ^ = 6 correspondent a <p = o, qp = tt; (j(9) est 
developpable en une serie telle que 
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el cette serie converge uniformement, c'esl-a-dire qu'on peut prendre 
k asscz grand pour que 

difftre, pour lo.utes ies valeurs, de 9 = o jusqu'a 9 = 7:, moins que s 
A(tCi{(f). En introduisanta7au lieude 9, on aura ainsiun polyndmeFi(^) 
du degre k^ lei que 

val. abs. [F(^) — F, {x)] < e {a^xlb). 

A Taide de ce resullat, ii est facile de voir qu*il existe» en eOTety un 
polynome T(ic), doue des proprieles que nous avons supposees. 

En resumant Ies resultals oblenus, nous pouvons conclure que, 
n augmentant indefinimenly Ies inlegrales 

f 'j\x)dx, f ^f{x)dx, f *f{x)dx, ..., f y{x)dx, f /{x)dx 

convergent toules vers zero, sans qu'on puisse dire la meme chose des 
differences 

•^1 — ^9 Xf — Xij x^ — Xff •••, Xf, — Xff^if b — x,| , 

D'apres Ies inegaliles (12), (i3), on a 



Aj-h Aj-h. . .-h Aa </ J\x)dx, 



ft 

f f{x)dx; 

a 

done 



Aa</ JVr)dx, 



ce qui fait voir, d'apres ce qui precede, que Ies A* convergent vers 



I 
zero avcc -• 



8. Application des resultals obtenus. — On ne saurait douter, il nous 
sembks que Ies propositions que nous avons obtenucs seront d*un 
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grand usage, si i'on veut etudier la question que nous avons posee au 
debut de rintroduction. 
Toulefois, en considerant Tintegrale 



C f{x)Y{x)dx, 

^ a 



les conditions a imposer aux fonctions/(«r), Y{x) deviennent la source 
de difficultes qu'on ne saurait vaincre qu'a Taidc de nouvelles rr- 
chercbes sur les principes memes du Calcul integral. 

Je me conlenterai seulement de considerer un cas asscz simple. 
Assujettissons la fonction/(a7) a cette nouvelle condition, qu'il n'exisle 
pas un intervalle (a.jS) tel que 

I /{x)dxzzio. 

En posant 

^ a 

y sera done une fonction continue de a?, toujours croissanle, et, en 
posant 

la fonction ^{y) sera de meme continue et toujours croissanle. 
En introduisant J au lieu de x, \\ vienl 

{ f{x)^{x)dx=rYl^{y)\dy, c=f/(x)dx. 



Determinons maintenant les constantes ^4, ^2' • • • • ?/i-i P^^* 



Ai-h Ai-f-. ..-h Aa--— / f{x)dx; 



on aura, d'apres (12) et (i3), 
Designons encore par j^, yj^ 'es valeurs de y correspondant aux 

Ann. de l'£c. Normale. 3* Sorie. Tome I. — DficEMDRC 1884. •'>4 
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valeurs Xf^^ Sa de x^ Texpression 

A, F(^,) 4- A,F(x5) -h. . .-f- A„F(.r„) 
(leviendra 

el, comme on a 

o < 7i < Ta < r, < 1, < . . . < T,„_ , < j„ < c, 

cctle expression renire dans celle qui sertde definition a / F['i( VjJ^y. 

De plus, d'apres les recherches du n** 7, les inlervalles deviennenl infi- 

niinenl petils avec -• 

Ainsi encore, dans ee cas, la quadrature peut donncr une approxi- 
mation indefinie, a la seule condition que Y[x) soil integrable. 



SUR 



LES FONCTIONS ENTlfiRES, 

Par M. GUICHARD. 

IdVITRK DE CONPKRENCES A LA FACULTE DES SCIENCES HE NiVNCV. 



I . Soient a^, a^, ...» da une suite ayant le seal point x comme point 
limite. On peut former une fonction entiere, prenant en ces points des 
ralriirs donnees 6,, io, . . . , 6,^. 

Solent /(z) une fonclion «iyant les zePosa,,a2» •• • ^/m ?(^) ^^^ 
tbnclion meromorphe ayanl Ics poles a,, aa* •••. ««» et pour residus 

correspondanls -77^, — -> -77- — -> •••j-ttt — :• 

o(s) est (le la forme 

P„ elanl un polynome, R(5) une fonclion holomorphe. 
Le protluit 

salisfail aux conditions de I'enonce. 

Lesautres solutions se uiettent sous la forme 

G(^)4-X(5)/(s), 

). etant holomorphe. 

On en deduit immedialemenl les proprietes suivantes : 

i« Soit 2 = le point limite d'une suite simplement infinie, a,, 

a.., . . . , a„. On peut former une fonction uniforme ayant le seul point 
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singulicr z = o, el prenant aux points a,, aj, ...» «« des valeurs 
(lonnees 2»|» 63, ..., 6^,. 

2^ Soil 5 = le point limile d'une suite n fois infinie, a, , aj, ...» 
r/,,. On pent former une fonction uniforme ayant un scul point singulier 
d'ordre /i, le point :; = o, el prenant en a,, ^a» • • • des valeurs donnees 

2. Solent G c/ G, deux fonctions entieres premieres entre elles [n ayant 
atictin zero commun). Onpeut determiner deux fonctions entieres 1 et u 
satisfaisant a la relation 

Soienl a,, aa, ...» a,? les zeros de G, (2), 6<, 62, . . . , b„ les valeurs 
(le G(z) en ces points. 

Formons une fonction jx(2), prenant en a,, aa, ..., a„ les va- 
leurs Lfc,, Lia, .. ., Lbn. 

La difference 

eii(-) — G(5) 

s*annule aux points a,, a,, ..., a^; done elle est divisible par G|(:;). 
Corollaire. — Posons A = €r^^^\ B = >.(5)a~**^^\ on aura alors 

AG + BGi=:i, 

relation analogue a celle du theoreme d'Euler pour les polynomes. 

Les aulres fonctions holomorphes A| et B| satisfaisant a cette rela- 
tion sont de la forme 

A, = A-hRG„ 

B, = B-RG, 

U etant une fonction holomorplie quelconque. 

3. Soient a^, aa, . . . , a„ une suite ayant le seul point limite s = ac , 
il existe une fonction entiere G(z), prenant en ces points des valeurs 
donnees 6, , 6a» • • • » ^/i» ^^ ^^^^ '^ derii'ee G'{z) prend, aux m^mes points, 
des valeurs c,, c^, . . . , c„ donnees a I'avance. 

J'appelle f[z) une fonclion holomorplie qui admet comme zeros 
simples les points a,, aa, .... a^; (f[z) Tune des fonctions holomorphes 
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qui prend en ces points des valeurs 6,, ftj* •••» ^«« On devra avoir 
d'oii 

(y(z) = '^'(z)-^i{z)/'(z)-^r(z)/(z). 

Assujettissons la fonclion >. a prendre aux poinls a^ les valeurs 

La fonclion G{z) est alors une des solutions. 
Toules les autres sont de la forme 

G,(z) = G{z)-hl{z)P{z). 

On pent maintenant choisir X de faQon q\ieG\{z) prenne aux points a,, 
a^, . .. , Gn des valeurs donnees rf|, dzj . . ., d^. 

Toules les fonetions G(s), satisfaisant a eetle triple condition, dif- 
ferent de multiples de/'(s). Ellessont de la forme 

G{z)-^\{z)P(z). 

On pent choisir X de fagon que leur derivce troisieme prenne aux 
points a^, a^., . . ., a^, des valeurs donnees e,, ^a* • • •> ^n» • • • • 

Corollaire. — On en deduit comme eas particulier : il exisle une 
fonction G{z) prenant en a^y a^^ ...i a^ des valeurs a,, aa, ..., a„, 
et donl la derivee prend aux points A,, b^, ..., b^ des valeurs |5,, 

Les deux suiles (a) et [b) ayant Ic seul point limite s = cc . 

4. Une fonction entiere, n ayant pas de zeros doubles, satisfait a une 
equation differentielle de la forme 

P et Q etant des fonetions entieres de z. 

Kn effet, soitG(3) une fonction holomorphe, a,, ^2, . .. , a,^ ses zeros 



/. 



3o GUICHARD. 



supposes simples. Formons una fonction P qui, en ces points* prenne 
les valeurs 

G'(a,y G'(a,y "" 

La difference G"(:;) — G'(z) x P est divisible par G{z); en appelant Q 
le quotient, on a la relation (i). 
Toutes les fonclions satisfaisant a cette relation sont 

Pi = P-+-XG, 

On peut encore donner aux polynomes P et Q une autre forme. 

G et G' etant premier entre eux, on peut trouver deux fonclions A 

el B tels que 

AG'-4-BG = i; 

d'oii 

P=z VG^+XG, 

Q-BG^-XG', 

d*ou 

BP--AQ = X. 

Sous cette forme, on voit qu'on peut choisir 1 de maniere que P el Q 
soient premiers entre eux. II suftit pour cela de prendre \ premier 
avec G". 

5. Equalions du troisieme ordre auxquelles peut salisfaire une fonc- 
tion entiere n'ayant pas de zeros doubles. 

Soil G[z) une fonction satisfaisant a Tequalion 

dz^ dz ' 

Kile salisfait a Tequation du troisieme ordre 
Supposons qu'elle satisfasse a une autre equation 

d}y . d* Y „ dv 
dz^ dz^ dz 
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on aura 



d'oii 



(A-P)g-4-(B-F~Q)^ + (C-Q')7 = i, 



[P(A-P) + (B-P'-Q)]^ + [Q(A-P)-hC-Q']7-o. 



G et G' elant premiers entre eux, 

B = - P ( A - P) -H P' -+- Q -h XG, 
C=--Q(A-P) + Q'-XG', 

equatioD qui contient deux indeierminees X et A. 

6. Deux fonctions entieres G e/ G^, nayant pas de zeros doubles, 
satisfont a une mime equation differentielle , line'aire, a coefficients 
entiers du troisieme ordre 

^ ^ dz^ dz^ dz ^ 

En effet, soient P, Q, P|, Qi ies fonctions salisfaisant aux relations 

G'^^PG' -hQG, 

g'; = p,g;-4-q,g,. 

Si G satisfait a (i), on doit avoir 

B =- P ( A - P) -h P -h Q -h XG, 

C=-0(A-P)-hQ'-XG'. 

Si Gf satisfait a la meme equation, on aura ^ 

B = - P, ( A - P, ) + P; -H Qi + X, G„ 

g=-q,(a-po-hq;-x,g;. 

En egalant ies valeurs de B et C, on a deux equations du premier 
degre pour determiner X et X^. Le denominateur commun est 

GG, — GiG'. 

Le numerateur de X contient A au premier degre; on pourra done 
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cboisir A tie facon que le numer«itcur ait les memes zeros que le deno- 
minateur; ). etant entier, il en est de meme de B et C, et par suite de X,. 

La demonstration ne subsiste pas dans les deux cas suivants : 

i" GG^ — G,G' est identiquement nul; 

2^ Le coefficient de A, dans le nuinerateur de X, n'esl pas premier 
avecGG'^ -- G,G'. 
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INTRODUCTION. 

Dnns le premier Memoire que j'ai publie an Bulletin des Sciences ma- 
theniatiques sur le sujet qui m'occupo, j'ai omis de ciler les noms de 
MM. Schroeder et Korkine, qui m'avaient precede dans cette voie : peul- 
elre ne sont-ils pas lessenls; mais je dois, des le debut du present tra- 
vail, reparcr cette omission iavolontaire, du moins pour ceux doiit les 
noms me sontconnus. 

Quoique, dans ses deux Memoires(^), M. Schroeder aborde le sujet 
sous un point de vue diflerent du mien, neanmoinsle premier theoreme 
qui sert de base a mes recherches (') avail ete donne par ce geometre : 
je veux parler de la proposition qui enonce la condition necessaire 
pour qu'un point soillimite dans Tacception ordinaire du mot. 

Le Memoire (*)deM. Korkine, publie en 1882, a pour objetune equa- 
tion traitee par Abel et qui, si on pouvait la resoudre, donnerait immc- 
diatcment la forme generale de la fonction iterative ^p[z) en fonction 
de/? et (le s. En presence do Timpossibilile de trouver une solution, meme 



(') Los principaux r6sultats contenus dans lo pr6senl M6moiro out M pr63cm6s a 
rinstilut dans la stance du 8 d^combrc i88.(. 

(') Vebt'r unendllch viele Algorithmen zur Auflosnng der Gleicluingen {Mitthematischc 
Annalen^ t. II); Ueber iterirte Functhnen (ibid.^ t. III). 

(•) Recherchcs sur les substitutions uniformes {Buthtin des Sciences math^matitfites, 
2® s6rie,ann6e i883). 

(*) Sur un probleme d'inter/jointion {Bulletin des Sciemcs mtithdm.itit/urs, ann?e 1882 ). 
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particuliere, dc requalion d'Abel, M. Korkine a recours au developpc- 
inent en scrie : ridentification de deiix series fournit des equations 
lineaires a I'aide desquelles on peiil de proche en proehe calculer les 
eoefficients. 

Dans ses recherches, M. Schrocder avail rencontre une equation 
fonctionnelle, de laquelle on deduit celle d'Abel en prenant les loga- 
rithmes des deux mcml)res. Resoudre Tequalion d'Abel ou celle de 
M. Schreeder, c'estdoncau fond le meme probleme. 

C'esl a Tetude de cetle dernicre equation que M. J. Farkas a consacre 
lout recemmenl un iMemoire (*), inscre slu Journal de Maihemaliques, 

Le rosullat le plus saillant de ce Memoire, c'est la condition d'ho- 
lomorphisme qu'a Irouvee M. Farkas pour la solution de Tequation de 
Al. Schroeder dans le domaine d'un point limite. 

Un caractcro que j'ai essaye d'imprimer a mes recherches, soit ante- 
rieures, soit actuelles, c' est la reduction au nombre minimum ncces- 
saire des diverses hypotheses qui servent de base aux travaux de mes 
predecesseurs. Ces hypotheses portent soit sur la possibilitede certaincs 
differentiations, soit sur I'existence de certaines limiles. 

Puissc-je ne pas me tromper en pensant avoir reussi a montrer que 
ces hypotheses se reduisent toutes a une seule, le fait de Tholomor- 
plrisme en un |)oint limite de la fonclion qui tigure dans la substitution. 

Mais j'ai pu aller plus loin, car il resulte de mes raisonnements que, 
sous cette seule condition, I'equalion de M. Schroeder admet toujours 
une infinite de solutions holomorphes ou meromorphes en un point 
limite, et j'apprends a les deduire toutes de Tune d'elles B(s), dontje 
donne une expression. 

Si Ton passe maintenant a Tequation d'Abel, il en resulte que toute 
solution de cette equation admet une singularite essentielle au point 
limite; une seule y admet une singularite logarithmique, et c'est 
logB(3j a un facteur constant pres. 

II existe d'ailleurs une infinite d*equations fonctionnelles auxquelles 
ma metbodc s'elend et dans lesquelles la fonction B(s) permet de 
donner la solution gencrale une fois que Ton a une solution particu- 
liere : or j'apprends a former une telle solution. 

( *) Sur tcK f auctions itrnttivrs {Journal tie Mrrthemrttn/Kr^ dc M. Rcsal, mars i88{). 
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Je devais n.nturelleniont recbercber ce qui se passait dans le cas des 
groupes limites que j'ai definis dans mon premier Memoire, et j'ai 
effeclivement rencontre des resullals presque analogues, offrant un 
exemple assez remarquabie de periodicite. 

J*ai donne quelques exemples; mais je n'ai pu les muitipiier,, de 
crainte d'allonger outre mesure ce Memoire. Dans un travail ulterieur, 
j'en reunirai plusieurs particulieremenl interessants, qui rattachenl ces 
recbercbes a des tbeories classiques. 

Avanl de terminer cette Inlroduction, je dois dire quelques molssur 
la melbode que j'ai suivie. La nature meme de la question exige I'em- 
ploi des tbeoremes les plus generaux de la tbeorie des fonctions. Je mc 
suis principalemenl inspire du beau ^lemo'w^ Sur les fonctions disconti- 
nues, que M. Darboux a public an tome IV de la 2*^ serie des Annates 
de rEcole Normale. 

line extension facile des resultats de ce Memoire aux quantiles com- 
plexes a mis bors de doute a mes yeux la legitimite du tbeoreme sui- 
vant, qui sert de base a tout mon travail : 

Si la serie 

^{Z) — Mo-+- Mi-+- //jH-. . ., 

dont chaque terme est une fonction holomorphe de z dans une region U 
du plan^ est uniformemext convergente dans cette region, lasomme ^[z, 
de cette serie est une fonction continue de z dans cette region. 

En second lieu, si la serie fomiee par les derivees des termes de la pre- 
miere 

?!(-) = "0 + "'1 -^ "2 -^ "3 -^ • • • 

estelle aussi tniformement convergente dans la region U, la fonction con- 
tinue rpjz) quelle represente est la derivee de la fonction 9(2), en sorte 
que la fonction '^[z) est holomorphe dans toute la region U. 

I. — Resultats antdrieurs. 

I. Je rappellerai d'abord en quelques mots les iaits generaux que 
j'ai mis en evidence dans mon Memoire precile, en les precisant et les 
completant un peu. 

La suitedesquantilesa,a,, ol^^ol^, ...,ap, ... est dite con verger re^w//e- 
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rement vers une limileo;, iorsqu'a lout nombrepositirs, aussi petit que 
Ton voudra, il est possible d'en faire connaitre un autre N, assez grand 
pour que, sous la seule coDdilion /> = Ne, on ait mod (ap— a?) < e. 

Lorsque la serie proposee n'offre pas ce caractfere, mats que la suite 
qu jon en deduit en prenant les termes de ^ en ^ le presente, je dis que 
ia suite primitive con\evge periodiquement; k est la periode. 

2. Soit une fonction (f[z) uniforme dans tout Tinlerieur d'une re- 
gion R du plan, et jouissant de la propriete que, si z est int^rieur k cetle 
region, il en est de meme du point z, = ^(2); si nous posons generalc- 

ment 9(^/) = ^/^.m les points de la suite 
f< 

^f -^IJ ^J> ^19 •••> ^P9 ••• 

sont tons interieurs a la region R. 

Lorsque cette suite converge regulierement vers une limite x, qui 
n'est pas pour (p{z) un point essentiel, on sait que x est un z^ro de la 
fonction z — 9(2), qui doit verifier Tinegalite modfp'{x) < i . 

Reciproquement, soit x un zero de la fonction z — 9(5) qui verifie 
rinegalile mod(p'{x) <ii: j'ai demonire que le point x est le centre 
d'un cercleCa;, a Tinterieur duquel : i^(p{z) est holomorphe; a® le mo- 
dule ^ ^^ resteconstamment inferieura Tunile et diflere memede 

I'unite d'une quantity qui reste tinie. 

En appelant alors H une quantile comprise entre o et i, on pent 
1 1 user 

mod "^^y"^ < H ou mod v— - < H < i . 

Les points z, ^^4, z.^, ...^Zp, ... s'approchent done sans cesse du 
point X, a mesure que leur indice augmente, et, puisque tons ces points 
sont ainsi interieurs au cercle C^r* nous pourrons poser 

,nod ^^i^-=^ < H ou mod ^^ii^-— ^ < IL ..., mod ^f^^^-H^- < H ; 

on en deduit 

mo(\{Zp—x) < H'' mod(3 — ^•) <H''/-, 

ou r est le rayon du cercle C^^. 
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Or, c elanl unc quanllle positive aussi petile que Ton voudra, posons 



^ 11 
N;=z panic cnli^rd do — 



I ' 



log 15 

il suffipa d'ovoir /^^Ng pour que le module de Zp-- x soit inferieur 
a £, ce qui demonlrc la convergence reguliere do la suite z, z,, z^, 

3. Mais ce qui precede nous conduit a une notion donl je ferai le 
plus grand usage dans ce travail. 

Appelons Tg un cercle de centre x et de rayon s, que je suppose inte- 
rieur a C^; il est clair qu'apres Ng substitutions, quel que soit le point z 
tl'ou Ton est parti, pourvu qu'il soit interieur a C^, on lombera sur un 
point Zy^ certainement interieur a Tg. 

J'appcllerai generalement hauteur d'un point 5, par rapport a un 
cercle tel que Tg, interieur a C^., le nombre de substitutions necessaire 
el suffisant pour conduire du point z a un point interieur au cercle Tg. 

D'apres cela, la plus grande hauteur par rapport a un cercle donneTg 
des points du cercle Cj. est un nombre y?m parfaitement determine. J'en 
ferai frequemment usage. 

Considerons une fonciion 0[z) holomorphe a Tinterieur du cercle Tg; 
il est clair que la fonction dez, ^[^^/(s)]. sera holomorphe dans tout le 
cercle C^, pourvu que i soit au moins egal a la hauteur maximum des 
points du cercle C^ par rapport au cercle Tg. 

On trouvera une application immediate de ces principes dans les 
lemmes preliminaires qui vont suivre. 

IL - Lemmes preliminaires. 

i. Lemme I. — Soit f[z) une fonction de z holomorphe au point x et, 
de pins, nulleen ce point; on peut determiner un nombre h assez grand 
l>our que la serie 

to 

2/[?.(--)] 

h 
ait une valeurjinie, et soil uniformement convergente dans tout le cercle C^. 
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Nous pouvons poser, en effet, 

oumestun entierau moins egal a i, ei6{z) une fonction holomorphe 
a rinterieur d'un cercle Co de cenlre x. 

Soiente unequantiteaiaquelle ie module ded(z)reste inFerieur dans 
le cercle Co et h la hauteur maximum par rapport a ce cercle des poinls 
du cercle C^;. On prendra A = o si C^ n'est pas exterieur a Co. 

D*apres ce qui precede, il suffit que { soit superieur a A ou au moins 
egal pourque la fonction 6[<p/(z)] soltholomorphedans tout lecercleCx 

etque Ton ait 

modO['p/(:j)]<e. 

Prenons alors un nombre q au moins egal a A, nous aurons 

\mod/[^i{z)]<:e\mo(l(Zi^a:)'^; 

nous savoDS aussi que mod(z/— x) < rW et, par consequent, 

^mod/[cp;(;;)]<e^mod(5,-a7)'«<-i^H'"^. 

En faisant q=K on reconnait d'abord Tabsolue convergence de la 
serie 

en s'arretant au terme d'indice q dans cette serie et appelant ^^ le reste, 
Tinegalite precedente fait voir que 

et, sans insister davantage, celte inegalite sulRt pour etablir Vunifor- 
mite de la convergence. 

5. Lemme II. — Soil F(z) une fonction holomorphe au point x et, de 
plus, egale a V unite en ce point; il est toujours possible de trouver un 
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nombre g assez grand pour que le pwduit 

g 

ail une valeurjiniey el mime puisse 6tre mis sous la forme 

la fonction G (s) etant holomorphe dans tout le cercle C^., et la sdrie en 
exponentielle uniformement con^^ergente dans ce mime cercle. 

Nous pouvons poser effeclivement 

Texposant m est un entier au moins egal a i ct ^{z) une ronelion holo- 
morphe a I'interieur d'un certain cercle C^. J'appelle g la hauteur 
maximum des points du cercle C^: par rapport au cercle C^, ct W une 
quantite a laquelle le module de ^[z) reste inferieur a Tinlerieur de 
son cercle d'holomorphisme C^. 

Considcrons le cercle T de centre x et de ravon /Ttt^^; a Tiiuerieurde 

ce cercle, le module de la fonction [z — xy'*^[z) reste inferieur a 
Tunite, ce qui prouve que chaque branche de la fonction 

log[i + (^-.r)'"^(^)] 

est holomorphe dans tout ce cercle F. J'appellerai/(5) la branche holo- 
morphe qui s*annule au point x. En designant alors par h la hauteur 
maximum des points du cercle C;^ par rapport tiu cercle T, il suffira d'a- 
voiri^Apour que la fonction /[(p/(s)] soit holomorphe dans tout le 
cercle C;^^ et, d'apres le lemme precedent, la serie 



00 

1 



/[?/(0] 



sera uniformement convergente dans tout ce cercle. 

Maintenant on pent toujours prendre T assez grand pour que le 
cercle r ne soit pas exterieur au cercle Cj,, c'est-a-dire que Ton peut 

Ann,de I' Ec, Normale. 3" Serie. Tome I. S.2 
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toujours supposer h^g\ alors» poupvu que i^//, on pourra toujours 
poser 

la fonction/[<p/(z)] etant holomorphe dans lout le cercle C,, comme 
il a ete dit, et de la 

J][F[?,.(--)] = «* 

h 

oil Ton a deja vu que la s^rie exponentielle est uniformement conver- 
gente. 

Du reste, le produit JjF[y/(z)] = G(s) est evidemment holomorphe 
dans tout le cercle C^, en sorte que Ton a Pinalement 

JjF[T/(-)] = G(5)e* 

g 

ce qui demontre la proposition enoncee. 

6. Je vais completer cette proposition par la demonstration d'une 
inegalite qui mo sera utile. 
Conservons les notations precedentes, et envisageons le produit 

p 

oil les nombres/> et q sont uniquement soumis aux conditions 

Si nous mettoiis la fonction/(z) sous la forme {z — xf^O[z) comme 
dans la demonstration du lemme I, en reprenant aussi les notations que 
nous y avions adoptees, nous aurons 

7 

\ mod/[<p/(5)]<e[mod(xjp— a7)'«-f-mod(5p4.i — a?)'»-f-...-h moAi.Zq—x)'^] 
p 
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ou encore 

n 

ymod/[>/(j)]<e[(H/'/-)'"-4-(H^^-'r)'«4-... {-(H^r)"*], 
p 



el, a fortiori, 



p 



ou, puisque II < i, 

n 



m 



On remarquera maintenanl que Ton a toujours 

mode«<e™"**«, 
c'est-a-dire, ici, 

UK 



'OCij;[F[cp,(;;)]<e»-"'". 



Ainsi> quels que soient/? ct 9 >/?» pourvu qu'ils soient superieurs 

a A, on pent toujours Irouvcr une quantite independante de p et de q, 

n 
finie, a laquelle le module de |^X^f?'(^)J ^^^^^ inferieur. 

p 
Cette remarque trouve une application dans la demonstration du 

Iroisieme lemme qui suit : 

qp 

7. Lemme IH."— Ixi serie \ ^\"_^ est uniformement convergentc dans 
tout le cercle 1^^. 

La fonction (f[z) pent toujours se mettre sous la forme 

fi{z) z=: X -h {Z — X)r^' {X)[l -\- {Z — X)'^7XZ — .1)1 

oil la fonction 'n{z — x) est holomorphe dans tout le cercle C^; /w est 
un entier au moins egal a r. 
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Posons, pour abreger, 

nous Irouvons 

La fonction i-l-?"*>7(s) est precisement dans les conditions de la 
fonclion F(s) du lemme II. Son logaritlnne, je veux dire celui qui 
admet le point x pour zero de Tordre m, est holomorphe ^ Tinlerieur 
d'un cercle T, ct pour loutes les valeurs de i supcrieures ou egales a la 
hauteur maximum h des points du cercle C^ par rapport au cercle F, 
on pent ecrire 

oil X(^/) est une fonction de ^ holomorphe dans lout le cercle C,, et, 
par suite, 

(1*011, par differentiation. 

Or la fonction i 4-?X'(^) est, elle aussi, dans les conditions de la 
fonction F(:;) du lemme II, en sorte que Ton pourra poser encore 

la fonction /x(^/) est une fonclion de ^ holomorphe dans tout le 
cercle C^, pourvu que Tindice i soit au moins egal a un nombre deter- 
mine h' qui est lui-meme au moins egal a h. 

Supposons, en consequence, que i soit supericur non sculement a A, 
mais encore qu'il soit au moins egal a h\ Nous aurons tout d*ahord 

di - d^^h' dX, ' 

Je ne me preoccupe que du premier facteur. 
En vertu de ridenlitc 

dZj cr^i </?/_, r/?/e+t 

dlh' dX,i^^ dX,i_^ dX,,,' 
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et de ia valeur precedemment Irouvee pour --^> nous aurons 

I— I /-I 






IL - a^-h'e h' ^^ A' 



Mais, d*apres rinegalite etablie dernierement au n^ 6, on peut 
trouver deux quantites finies independantes de i et auxquelles !es 

modules de e ^ et de e ^' restent respectivement inferieurs pour 
si grand que soit i; appelons alors A le produit de ces deux quantites, 
et designons par li une quantile imaginaire convenable dependant de i\ 
et dont le module sera inferieur a Tunite; nous pourrons poser 

/ — 1 i" — I 

d'oii 

el cnfin 

h- h' 

La serie \ a% est evidemment uniforraement convcrgente dans tout 
h' 
le cercle C,, puisque moda < i . 

Le troisieme lemme est demontre par cela meme, sans qu'il soit 

necessaire d'insisler. 



in. — Definition de certaines fonctions holomorphes. 

8. Ces trois lemmes suffisent pour demontrer les theoremes suivants 
qui servent de base a tout le reste du Memoire : 

Theorf'ime I. — SiJ'[z) est unefonction de z holomorphe au point x et 
nulle en ce point, on peut trouver un nombre h assez grand pour que la 
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serie 



k 

represente une fonction holomorphe dans tout le cercle C^. 

Rcprenons les notations employees dans la demonstration du 

ae 

lomme I. En vertu de ce lemme, la serie \/[9/(2)] represente une 



h 



fonction tinie et continue dansle cercle C^p. Si la serie des derivees est, 
ellc anssi, uniformement convergente dans tout le cercle C^, il en 
resulte que la fonction finie et continue delinie precedemment sera, 
on outre, monogene et, par consequent, holomorphe dans tout le 
cercle C^- 

Tout revient done a demontrer la convtTgcnce uniforme dans lout 
le cercle C;^ de la serie 



1 



dz 



La fonction f\z) est holomorphe dans le memo cercle de centre x 
que la fonction /(z); il en resulte immedialement que /'[(pi(s)] sera 
holomorphe dans tout le cercle C^:, pourvu que i soit au moins egal 
a h. Appelons A une quantite a laquelle le module de/'(z) resle infe- 
rieur dans le cercle d'holomorphisme de celte fonction. On aura, 
pourvu toujours que i^A, 

mod/"[?i(^)J<A, 
d'oii 



> mod --^1 - ^-^/ "^^^ ~H' 



Or, d'apres le Icmrae III, la serie du second membre, dont les termes 
correspondent chacun a chacun aux termes de celle du premier 
membre, est uniformement convergente. On pent done en conclure la 
meme chose pour la serie du premier membre, et le theoreme est ainsi 
<lemonlre. 
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9. Theor^me II. — SiF{z) est holomorphe au point x^ et si de phis la 
fonction est egale d runitd en ce pointy il est possible de trouver un 
nombre g assez grand pour que la fonction representee par le produit 

e 

soit holomorphe dans tout le cercle C^^. 

J'adopterai les notations du lemme II. En vertu de ce lemme, nous 
avons 

JjF[<p,(^)] = G(c)c* 
e 

Or, d'apres le theorfeme precedent, la serie en exponentielle est 
holomorphe dans lout le cercle C^; il en est de meme, du reste, de la 
fonction G(z), et, par suite, le theoreme est demonlre. 

Le cas particulier suivant est particulierement interessant, et c*est 
meme lui qui a provoque mes recherches. 

10. Theoreme III. — La limite du rapport -^ \ est holomorphe 
dans tout le cercle C^- 



En adoptant les notations du n^ 7, ce rapport pent s'ecrire 

Cp ^p-X ^ ^ ^/t-f-l ^h ^ 



^P ^P ^P-\ ^/*-»-* ^A S>h YT r , _, rm ^ f r \i 



Lorsque t est au moins egal a A, on peut ecrire i -H^r>3(?/) = e^^^*\ 
oil >.(?/) est une fonction de ^ holomorphe dans tout le cercle C^, el 
Ton a 



»-i p-i 

aP a^ a'* 



Pour/7 infini, la serie en exponentielle tend vers une fonction w^s) 
holomorphe dans tout le cercle Zx% el par consequent 



S.l6 G. KCEMGS. 

J'appellerai B{z) celte fonclion de z^ en sorle que 



IV. — Propri^t^s de la fonclion B{z). 

11. On remarquera d^abord que la fonction 6(2) admet pour zeros 
' ceux de 9^(5) — ^ qui sont inlerieurs au cercle C^^, et avec le meme 

degre de multiplicite. 
En particulier : 

Le point limite x est un zero simple de la fonction B(«). 

12. La fonction B(z) jouil encore d'une autre propriete imporlante ; 
de Tidentite 

on tire en efTet, en passant a la limite, 

La fonction B(5) est done une solution de Tequation 

(S) S[;p(^)] = cS(^), 

oil S(:;) est une fonction inconnue etc une coustanle. 

Dans le cas actuel, la solution est donnee par les determinations 
i(js) = B(5;), c = a; nous representerons celte solution par lesymbole 
\B{z),al 

II est clair que, generalement, si jH, cj represenle une solution de 
I'equalion (S), il en est de meme des symboles jS'Sc"}, j«S, cj, ou n 
est un entier positif ou negatif et a une constante. Ainsi, on deduit de 
la solution precedente le type suivant 



qui contient une double infinite de solutions de Tequation (S). Celles 
pour lesquelles n est positif sont bolomorphes dans tout le cercle C;,;; 
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si n est negalif, elles soot meromorphes dans ce cercle, et notamment 
au point x. Dans lous les cas, nindique Fordre du point a?, soil comme 
zero, soil comme pole de la fonction. 

13. La proposition reciproque suivante mettra en evidence I'impor- 
lance de la fonction B(z) dans cette queslion. 

Tfl^ORfeME IV. — Toute solution de V Equation {%) qui est hohmorphe oil 
meromorphe au point x ne differe que par unfacteur constant d'une puis- 
sance entiere positive ou negative de la fonction B(z). 

II sutBt de demontrer le cas de Tholomorphisme. Remarquons d'a- 
bord que de T^quation (S) on deduit 

et, pour z =x/\\ en resulle 

(I — c')E(^)=-o. 

II est impossible que, pour toule valeur entiere et positive de i, on 
ait I — c' = o, car il faudrait que c fut egal k i ; il en resulterait 

et, pourMnfini, 

E(3) == S(^) ~ const. 

II faut done que S(a?) soit nul, c'est-a-dire que toute solution de Tequa- 
tion (S) qui est bolomorphe au point x s'y annule. J*ajoute que cette 
fonction est deterrainee si Ton se donne Tordre n de son zero x. Soit, 
en efiFet, 

oil ^(z) est bolomorphe et non nul au point x\ on aura 
d'oii 

en faisant tendre z vers x^ on trouve 

Ann. de VEe, Normale, 3« S^rie. Tome I. S . 3 



I 



ou encore 
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en reinpUQanl alors c par sa valeur, il vient 
on en deduit 

Fatsons eroitre i ind^finiment, nous trouvons h la limite 

ce qui demontre le theorerae dans Ic cas de I'holomorphisme. 

Le cas du ineromorpliisme se Iraite de meme, et Ton Irouve le meme 
resuhat, sauf ie signe de n. 

L'equation (S) n'est autre que celle de M. Schroeder, el, d'apres ce 
qui precede, les seules solutions de cette equation qui soient holo- 
morphes ou meromorphes au point x sont contenucs dans le type ge- 
neral 



<railleurs ces solutions sont toutes holomorphes ou meromorphes dans 
tout le cercle C^., comme je I'ai deja explique. 

14. Consideronsactuellement Tequalion d'Abel 

(A) S[cp(;;)]=r, + E(^). 

Si dans Tequation (S) on prend les logarithmes des deux membres et 
qu'on divise ensuile par logc, on tombe surTequation (A). 

II en resulte que Tequation d*Abel ne peut avoir aucune solution ho- 
lomorphe ni meromorphe en Wy el qu'elle en admel une, et une seule» 
pour laquelle ce point est un point logarithmique, k savoir 

logB(c) ^ 
log<p'(x)* 

15. 11 reste a monlrer maintenant comment on pourra trouver a 
Taide de la fonction B{z) la solution generate de Tequation (S) et de 
requalion(A) dans le cercle C^. 
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Le quolient de deux solutions de Tequation (S), ou la difference de 
deux solutions de I'equalion (A), est une solution de Tequalion 

et reciproquement, si Ton represente par X{z) Tinlegrale generale de 
I'equalion (P), les expressions 

b(z)^X{z), B(z)xX{z) 

represenlent les integrales generales des equations d'Abel et do 
M. Schroeder. 

Tout revient done a trouver X(z). On pent toujours prendre X{z) 
sous la forme ii[6(5)], oil SI est une fonclion qu'il faudra determiner. 
On aura 

X[o(z)]=il\b[<^{z)]\ = il[b(z)^il 

et, puisque X{z) est Tintegrale generale de I'equation (P), il faudra 
avoir 

il[b(z)^i] = il[b(z)], 

c'est-a-dire que Ton devra prendre pour il une fonclion periodique 
quelconque, dont la periodc sera Tunite. 

Ce resultat coincide entibrement avec celui obtenu par M. Korkine, 
quand il a demontre que Tintegrale generale de Tequation d'Abel pou- 
vait se deduire d'une solution particuliere de celte equation. La con- 
naissance de la fonction B(;;), et par suite de b{z), permet ainsi de 
donner explicitement les integrales des equations de M. Schroeder et 
d'Abel. 

V. — Exemples. 

16. Je vais donner des exemples destines a eclaircir les considera- 
tions precedentes. 

Dans son Memoire deja cite, Abel a considere le cas de (p[z) = z^, 
sans specifier la nature de la coustante fi. C'est eel exemple que je vais 
trailer en premier lieu. 

Les points racines de I'equation z^— z = o peuvent seuls etre des 
points limiles a convergence r6guliere; on a (p'(z) = jxs**"'. Si |x est su« 
perieur a i, on trouve que s = o est seul un point limile, et encore. 
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pourvu que |x soil entier. J'exclue done ce cas, et je supposerai que 
fjL< I. Alors, sauf z == oque je rejelte, tous Ics points racines sonldes 
points limiles, car, dans ce cas, 9'(^) = ix < i. Je dislinguerai deux 
cas, suivant que |x sera commensurable ou non. 

17. Soil d*abord a = ~ '< i ; on obtient toutes les racines en fai- 
sant varier rde o a (/w — n — i) dans Texpression 

r 

(i) x^=.e "»-«. 

Posons z = pe^^ avec o< 6 < 2n; les m valeurs de la fonclion z^ 
sont comprises dans la formule generale 

(2) pl^e'('^""^^'), 

oil s doit varier de o a m — i. Remarquons que chaque branche est 
caracterisee par une valeur de 5 a Tinterieur de tout contour simple 
ne renfermant pas Torigine. Une de ces branches prend en x la va- 
leur X : c*est celle-la que nous considererons et que nousappellerons 

(p{z). 

On trouve que, si le point x est celui qui est donne par la for- 
mule (i), il faut prendre 5 =:r; en consequence, 

Cette fonction est holomorphe a Tinterieur du cercle C, de rayon i , 

qui a X pour centre. D'ailleurs, comme on verifie que fffji -h 27r - est 

toujours compris entre o et 27r, en posant (p[z) = Zf = p, e'^. avec 
•* <! ^1 <! 27r, on aura 

et pour/? infini, on trouve p« = i, 5^=—^^, c'est-a-dire5.= a:. 
Clierchons maintenant B(z), c'est-ii-dire la limile de ^^^"^""'^ . 



(l*0U 
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Appelons ^* le logarithme aritbmetique dep, et posons 



\ m — nj 



nous anrons 






Jl'' \ 1.2 / 



et, pour/?infini, jx'' tendant vers zero, 

B ( s ) =1 a? a. 

\ rinterieur du cercle C, toutes les branches du logarilhme de ~ 
sont holoinorphes; appelons log- celle de ces branches qui s'annule 



X 

en X, nous aurons 



done 



log- — p' 4- /( e — ^^^ ) — i\ 



xJLf 



On a d'ailleurs 

c'esl-a-dire 

On remarquera la necessite d'introduire x en denominateur dans le 
signe logarithmique. 

La solution logz, trouvee par AbeU s*obtient en faisant r == o, elle 
correspond au cas de j: = i, elle est holomorphe dans le cercle de 
rayon i qui a son centre au point i; mais cetle solution n'est pas la 
seule, el il y en a (//2 — /i — i) autres ayant chacune leur cercle d'ho- 
lomorphisme, et relatives chacune a un point limite et a une branche 
differenle de z^, 

18. Ces resultats se conservent dans le cas de fx incommensurable; 
on trouve meme alorsune infinite de points limilesetdefonctionsB(z). 
Les points limites sont tous sur le cercle F, de rayon i , qui a pour centre 
Torigine; on les obtient tous, en eifet, en attribuaut a k toutes les va- 
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leurs entieres de — oo a -f oo dans Texpression 

k 
tlTZ- 

(i) x-=.e '"«*; 

on voit meme que, si A est un point quelconque du cercle r, il cxisle 
une infinite de points racines dont la distance au point A est moindre 
qu'une quantite saussi petite qu'on voudra. 
Toutes les determinations de z^ sont donnees par la formule 

oil h doit varier de ~ oo a -h oo par valeurs entieres. 

Si z reste compris a Tinterieur d*un contour simple ne contenant pas 
Torigine, chaque branche de z^ est holomorphe et se trouve caracte- 
risee par une valeur de h. Quelle est la branche qui, au point x^ prend 
la valeur xt 

Appelons g la partie entiere de ^^ et v la partie fractionnaire; 

I JA 

Targument de x compris entre o et an est 27rv, en sorle qu'il faudra 
avoir, X etant un entier convenable, 

OU 

vji.-HAji. = vH-X 

ou, en rempla<;ant v par — ^ g, 

Comme |x est incommensurable, il faut avoir h= g^ k-^-X — g=o; 
on aura done 

Soient^' la partie entiere de^jxet v'la partie fractionnaire; on peut 
ecrire 

Si |x4-v'<i, alors o<6|x-i- 27rv'<27r, et0, etant rarguinentde(p(s) 
compris entre o et 271, on peut ecrire 



?(^) = Pi«'^»> Pl = P^ e, = eix4-2irv'; 
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(1*011 



2irv' 



I {* 



et, pour;? infini. 



JIIV 



Iim<pp(;;)=e »-t*=a:, 



et le reste comme plus haut. 
Tout depend done de la somme |jl -h v'; or nous avons 



done 



i [A 



c'est-a-dire que 
done 

jx-+-v'i=ji.H-v — p.v=ii— -(i — (i)(l — v)<i. 

Ainsi tout point racine est Hmite, meme dans le cas de |x incommen- 
surable. II est meme remarquable que tousces points limitesennombre 
inBni soient tous sur le cercle F de rayon i, ainsi que je Tai deja ex- 
plique. 

19. Dans tousles cas, que [x. soit commensurable ou non, en desi- 
gnant par x un point limite, la fonction B(z) a pour expression x log - 

ou log- ^ un facteur constant pres. Celte fonction est holomorphe 

dans le cercle de rayon i et de centre x^ et c*est unc solution de Tequa- 
tion fonctionnelle 

On en deduit pour h[z)^ k one constante additive pres, 

log log ^ 

so 

logi* 
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(l*ou, pour l*expression generate de la solution de Tequation fonclion- 
nolle, 

/log log A ^ 

Q\ —J / X log-, 

oil Q{z) represenle une fonction periodique dont la periode est Tunite. 

20. Le second exemple que je veux cUer, c'est eelui des substitu- 
tions lineaires. Un des points doubles est limite pour la substitution 
I :;, f(z)|, Tautre pour la substitution inverse. 

Si Ton ne savait que toute substitution lineairepeut etre deBnie par 
le sy nibole | z, z^ {, oil Ton a 



^ =: K ^ 

Z\ — JC Z — 00 



> 



X et x' etant les points doubles, notre methode generale nous I'appren- 

drait. On trouve, en effet, que B(z) est ici egal a ^ ^ ^ a un facteur 

constant pres, et, comme (f'{^) = K, Tequation precedente exprimc 
justementla propriete 

inais cequ*il est permis d'ajouter, c'est que les solutions de Tequation 
fonctionnelle 

S[cp(^)]=cS(c), 

qui sont holomorphes ou meromorpbes en x et x\ ne difierent que 

par un facteur constant d'une puissance entifere de 7-— -?; encore faut- 

il que c soit une puissance entiere de K. Pour toute autre valeur de c, 
les solutions admettent necessairement en x et x' des singularites 
essentielles. Tel est le cas, par exemple, de c= 1; on retombe alors 
sur des considerations d'origine recente, mais qui sont bien connues. 

VI. — Extension des propositions prScSdentes. 

21. Les proprietes de la fonction B(z) sontsusceptiblesd'extension 
au casd*equations fonctionnelles plus generates que les equations (S) 

et (A). 
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Le premier iheoreme nous apprend que la serie 



ao 



(lefmit une fonclion holomorphe dans tout le cercle G^, pourvu que 
/{z) soit aussi holomorphe dans ce cercle el s'annule au points?. Or 
la fonction ^{z) ainsi definie jouit evidemment de la propriete 

e'est done une solution de Tequation fonctionnelle 

La difference de deux solutions de cetle equation ctant une solution 
de Tcquation 

(P) 2[^(^)] = S(c), 

qui n'admet, dans le cercle C^;, aucune solution holomorphe ni mero- 
morphe; on voit que I'equalion (N), ou/(-3) est donne, n'admel pas 
(Pautre solution que .f (s) holomorphe dans le cercle C^; aucune solu- 
tion n'est meromorphe dans ce cercle. 

Enfin la connaissance de la fonction b{z) nous donne Texpression 
de I'integrale generale de Tequation (N), a savoir 

^i{z)-\-ii[b{z)i 
oil ii{z) est une fonction periodique dont la periode est Tunite. 

22. Prenons maintenant la fonction g{z) holomorphe dans tout le 
cercle C^; et egale a Tunite au point x; le produit 



represente, d'apres le theoreme 11, une fonction holomorphe dans tout 
le cercle C^. On reconnait d'ailleurs que cette fonction est une solution 

^nn. de VEc, NormaU, 3* Serie. Tome I. S.4 
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fie Tequation fonctionnelle 

Le rapport de deux solutions de I'equation (N') est une solution de 
Tequation (P) : de la lesmemes consequences que prec^demment. 

L'equation (N') n'admet, dans le cercle C^, aucune solution mero- 
morphe, elle admet une seule solution holoinorphe dans ce cercle, 
9{z), et I'expression deTintegrale generale sera 

oil n(z) est une fonction periodique dont la periode est Tunite. 

23. Prenons, par exemple, g{z) = ?-^ avec a — ^^^x). La fonc- 
tion 9{z) =JJ^-!^'-— y, qui est holomorphe dans tout le cercle C^, est 



la derivee d'une fonction 5(5) holomorphe dans ce meme cercle; dis- 
posons dela constante pour que ^(3) s'annule au point x. 
La formule 

nousdonne 
c'est-a-dire 

En se reportant au theoreme IV, il faut done que 5(3) ne differe de 
B(z) que par un facteur constant 

ou, eu egarda Texpression de B(s), 

bi^) -(-- —/i— ^ ^"y 

on remarquera que, pour z = x^ ^(s) est nul : done la derivee du se- 
cond membrese reduit a Cpour z =x. 
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Maintenant, comme (]{x) = i , il en resulte que C = i , et, par suite, 
on a 

d'oii 

d'oii, enfm, 



B^(.)^n^ 



<Pp(^) — r 



Remarquons lout de suite que, si Ton envisage Texpression 
sa derivee s'exprime par le produit 

p-i 



n 



?'[?.{-)]. 



a 



a la limite, ^^ ^ ^ — - a bien pour valeur B(z), mais en resulte-t-il ne- 

cessairement que B'(z) ait pour limile le produit JJ ^ l?a^)J ? Q'^g^ ^.g 


qu'on ne pouvait admettre a priori. Mais cela resulte des theorfemes 

generaux que j'ai demonlres, en sorte que le developpement en pro- 
duit de B'(s), que Ton pouvait seulement pressentir, se trouve rigou- 
reusement etabli. 



VII. — Des groupes circulaires limites. 

24. Les points limites a convergence reguliere ne sunt pas les seuls 
points limites qu'il y ait lieu de considerer. J'en ai defini d'autres dans 
mon premier travail, et, ^ leur egard, je vais rappeler rapidement les 
resultats que j'ai obtenus, ainsi que je Tai Tait au debut pour le cas de 
la convergence reguliere. 

Appelons E^ Tequation z — 9^(2) = o; supposons que x^ soit une 
racine de Tequation Ea et qu'elle ne verifie aucune equation Ea, oil Ton 
aurait k'<ik. La quantite Xq estdite alors appartenir a I'indice^. Les 
quantitesa?o,^,, x.^, . . ., o^a-i, oil Ton pose generalementir/==f (.r^. ,), 
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appartiennent toutesa Tindice^, et elles sonl permutees circulairement 
par la substitution |5, j)(5)|. Leur ensemble constilue un groupe cir- 
culaire de k racines. 

25. Posons generalemenl 

si la condition moda<i estverifi6e, le groupe est un groupe circu- 
laire limite. Voici ce queje veux dire par la. 

Tout point Xi du groupe est alors le centre d'un cercle Q, a Tinte- 
rieur duquel : r° (p{z) est holomorplie; 2^ le module du quotient 

^^^ — -7— resle infericur a une quantite H/ comprise enlre o et i. II en 

resulle que le point xi est un point limiic a convergence reguliere 
pour la substitution |3,(p^(z)|; le cercle C/ n'est autre que le cercle 
que j'ai appcle Cj; dans les numeros precedents. 

Mainlcnant, consideronsune seconde serie de cercles C'^ ainsi definis. 
Le cercle C) est conccntrique et interieur au cercle C,; si Ton part d'un 
point z interieur ii C^ , les points 9(2), (f^{z), 93(2), . . ., 9a-i(5) sont 
lous interieurs : le premier au cercle C/+,, le second au cercle C|^.2' • • •• 
le dernier au cercle Ca-i. 

Si nous parlons alorsdu point z interieuraQ, lespoinls^,, 5^. ..., ^i^-i 
sauleront d'un cercle C au cercle suivant, apres quoi Ton reviendra 
avec Zf^ dans le cercle C) et a une distance de Xi moindre que la dis- 
tance precedcnte de :; a x^. Les points z^^,, ..., f^^-A-i effectueront 
les memes sauts que precedemment, seulement on remarquera que 
:ja^; sera plus pres du point xi^^ que ne Tclait le point Zy En conti- 
nuant indcfinimcnt les substitutions, on voit ce qui va arriver : les 
points z^ Zf^, z.^f^, . . . iront sans cesse en se rapprochant de a?/ et auront 
ce point pour limite; les points z^, z^ ^^, :;,+2a, . . • auront, au contraire, 
pour limite 07/+ ^,et generalement les points zj,zj^,^,zj^2f.j ..., oiiy <^, 
auront pour limite le point Xi+j, oil i-hj doit elre rcduit suivant le 
module k^ et memo iront sans cesse en se rapprochant de ce point a 
mesure que leur indice augmentera. Cela montre done que la suite 



SUR LES INTEGRALES DE CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES. S.29 

converge periodiquement vers chacun des points du groupe circulaire 
limite. 

J*ai demontre, dans mon premier Memoire, que ce cas ^tait le plus 
general oil Ton cut une convergence periodique vers un point limite 
qui ne fut pas un point singulier essentiel de (p{s). Rien ne s'op- 
pose d'ailleurs a ce que Tinfini et un pole fassent partie d'un pareil 
groupe, car il se pent que Tinfini soit un point limite a convergence 
reguliere, pourvu que Tinfini soitun pole de (f{z). Je n'ai pas traile le 
cas de Tinfini dans mes recherches actuclles, mais on voit assez quelles 
modifications il faudrait apporler, sans que j'aie cru necessaire d'y in- 
sister. 

26. Je me propose de chercher ce que devient la fonciion 8(5), qui 
a joue un role si important dans les numeros precedents, lorsqu'onse 
place dans Thypothese d'une convergence periodique. 

VIII. — Les fonctions DliCw). 
Le theoreme III nous apprend que la limite du rapport 

est holomorphe dans tout le cercle C/. J'appellerai '\^ei{z) celle limite. 
Le point x^ est un zero simple de cette function, et, de plus, elle ve- 
rifie Tequation 

(1) iJi>^[?A-(-)]==«iiJ»/(-); 

mais la fonction '^i[z) n'etant plus definie hors du cercle Q, on ne pent 
plus rien dire de ift>/[9(^)] lorsque z est interieur a ce cercle. Toute- 
Ibis il cxiste entre deux fonctions ill,/ consecutives une relation impor- 
tante qui sert de clef a cette theorie. 

Prenons le point z dans le cercle C^; le point ?;(-), oiiy< k, sera 
interieur au cercle C/+;, en sorte que la fonction Avy[9/(5)] est holo- 
morphe dans tout le cercle C]. On a d'ailleurs 



'i'\ 
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et, en formant le quotient 



aP 

■ > 



aP 

(lont la limile est *'^i Vv' ^ on voil que Ton a 

or nous avons 

et, pourp infini, c'esta-dire pour 5^^ = a?/, nous trouvons la limite 
c'est-a-dire que 

(lelte equation est legitime pour tous les points z interieurs au cercle C) 
et quel que soil y, pourvu quey<*. En particulier, pour / = i, 

(3) UW+i [?(-)] = «!. A (s). 

Si Ton faisait, au eontrairey— A, on retrouveraitl'equalion (i ;. 

27. Appelonsdone/(5) unefonetionqui coincide aveciibol-) dans toul 
le cercle Co» avec '\S^i{z) dans le cercle C,, ..., avec 111^-1(5) dans le 

cercle C^-i . Cetle fonclion jouira de la propriete que le quotient -^.J^^^ •* 

restera constant dans le cercle C^, seulement cetle valeur constante 
sera a^ pour le cercle C'^, a, pour le cercle C',, ...» c'est-a-dire qu'elle 
changera d'un cercle a Tautre. 

La fonction /{z) ne sera pas, a proprement parler, une solution dc 
Tequation 

(S) S[«p(a)Jr=cS(5). 
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Proposons-Dous alors Ic probleme preliminaire suivant : 

Trouver l' expression generate d'une fonction 3(5) holomorphe ou me- 
romorphe en tous les points du groupe el qui, dans chaque cercie C| , 

jouisse de la propriete que le quotient ^l^^y. ^oit constant, cette valeur 

constante pouvant d'ailleurs varier d'un cercie a V autre. 

Prenons un cercie C^ concentrique et interieur a C| , lei que, si Ton 
part d'un point z interieur a C]J, les points z^.z^, . .., Zf^_^ soientrespec- 
tivement inlerieurs aux cercles C|^^,, C^^^, . . ., C'^+^t^^/, on aura 

oil les X sont les di verses valeurs de ces quotients constants dans chacun 
des cercles C/. 
On en tire 



S(s) 



— AqAj . . . A;5._| ; 



en recommengant le tour, on trouverait 

d'ou 

et generalement 

Done toute fonction S(z) qui jouit de la propri6te que '"^' ^ ^^ soit 
constant dans chaque cercie C^ est une solution de Tequation 

Les seules solutions holomorphes ou meromorphes en Xi sont com- 
prises dans le symbole 

oil cLi est une constante arbitraire et n un entier posilif ou negalif. 
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En consequence, la fonction cherchee S(;j) doit co'incider 

Avec olo['^q{z)Yo dans le cercle 0^, 
Avee ai['Ul)i(^)]'*' dans le cercle C',, 
Avec ajLilbjC^)]"" dans le cercle C',, 



Maintenant, on remarquera qu*il faudra avoir 
ce qui exigera que 

rio = /i, = n^^iz . . . = /2 ; 

en sorte que : 

Tous les points, du groupe sont des zeros ou des pdles du mSrne ordre 
de la fonction ^[z], 

11 est d'ailleurs facile d'avoir Texpression des constantes \ en func- 
tion des constantes a : remarquons, en effet, que 

_ «/^ihtWi[?(^)](" 

et, comme ift>|.H<[?(5)] =a,nb/(2), 

> — ^^r/' 

IX. — Les fonctions B(£). 

28. Nous pouvons maintenant resoudre le probleme qui consiste a 
chercher les solutions les plus generates de Tequation (S) qui sont 
holomorphes ou meromorphes aux points du groupe; il suffit, en effet, 
de determiner les constantes a par la condition que toutes les con- 
stantes X/ deviennent egales. On aura, en appelant \ leur valeur com- 
mune, 

— a^ — — «! — a^t-i — - ^k-\ — ^> 

d'oii 

_ X _ X* x^ x^-» 



«; «o « r ^i «i «i ^0 ^T • • • ^'A- 1 
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et, en outre, 

La quanlile a© figure en facleur commun, et la faire egale a i revienl 
a mulliplier S.{z) par une constante. Supposons, en outre, n = i; il est 
clair que, pour repasser au cas de n quelconque, il suflira d'elever les 
constantes a et les fonclions '\S^i{z) a la puissance n, c'esl-a-dire de 
prendre la puissance n*^"* de Z{z), 

Prcnons done pour X une racine de I'equalion binome 

l^-L a, 

nous appellerons 6(5) une fonction de z qui coincidcra 

Avec — iPooCs) dans le cercle C'^, 

Avec ^J>i(^) dans le cercle C', 

Avec i»l)i(5) dans le cercle C/, 

CIqCIi . . . Gi—i 



Avec al\u_i(^) dans le cercle C'^^.i. 

Celle fonction, liolomorphe en chaque point du groupe, satisfera a 
Tequation 

ce sera done une solution de ['equation 

(S) S[cp(^)]=cS(^). 

Puisque X adinel k determinations, on aura k systemes de con- 
slantes a, et par suite k fonctions B{z); mais il faut remarquer que 
dans Tun quelconque des cercles C^ les rapports de ces k fonctions sont 
constants. 

Pour avoir maintenant le type general des solutions de Tequation (S; 
qui sont holomorphes ou meromorplies en chaque point du groupe, il 
suffit de faire 

oil olq est une constante et n un entier positif ou negatif. 

j4nn, de l*Ec. Norm. 3* Serie. Tome I. S.5 
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29. L* equation d^Abel admet encore la solution 

logB(;;) 



b{z) = 



logX 



et tous les resultats precedents subsistent. L'essentiel etaii d'obtenir 
la fonction 8(5). 

X. — Exemple. 

30. Je donnerai encore un exemple qui ne sera que la continuation 
de celui que j'ai developpe au § V. Pour ne pas trop m'etendre, je me 
restreindrai au cas de fi commensurable. On a 

les racines appartenant a Tindice p sont donnecs par la formule gene- 
rale 



xz=ze ""^-"^ 



oil k doit prendre une valeur entiere comprise entre o el m''— nF, dif- 

nt P — » n P 

ferente de —p'j^—p [p' designe Tunite ou Tun quelconque des divi- 

seurs de p)y sans quoi Ton aurait aussi des racines appartenant a des 
indices inferieurs a/^. 

Un raisonnement que j'ai presente ailleurs (*) conduit a I'expression 
suivante pour le nombre des points appartenant a I'indice p 

OLp— [mP— 2:/;j«-H Sm'"^— . ,.) — [nP— Iw^-f- 2/i«^— . . J, 

ou a, b, c, ... sont les diviseurs premiers dep. 
Soita^o. ^i, .. . • a?^, un groupe da p racines; on a 

cp'(.r,) ^\Xi) <p'(^*3). . .^\a^p-i) — |xP< i; 



( * ) Sur une g6ndralisation du th6oreme de Fermat, ot ses rapports avec la th^orie g6n6- 
rale des substitutions uniformcs {Bu/l, des Sc. ninth,, 1884). Je profile de cette occasion 
pour rdparer Tomission que j'ai faitc, en oubliant d'associcr le nom de M. Rantor a ceux 
de MM. Lucas et Picquet dans mes citations; j'aurais pu citcr encore M. Pellet, qui a, lui 
aussi, pr^sont6 une Note aux Comptes rendus sur cette generalisation. 
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il suffit done que Ton puisse defiDir une branche dc la fonction z^, 
holomorphe en x^, x^, . . . , Xp_^ , qui prenne en x^ la valeur a?, , en :i-, 
la valeur 072, . . ., en ^^_, la valeur ir„. 

31 . Eludions le cas du groupe binaire, p = 2, et soil une branche de 
la fonclion z^ 

|(6lL-I-2 7C - ) 

qui est caracterisee par le nombre r, pris entre o et m, quand on fait 
varier z dans un contour simple ne comprenant pas I'origine. Sous 
quelles conditions, et pour quelle valeur de r aurons-nous 

oil Xq et Xt ont pour expressions 



jro=e "»* 



r *'lt — ; T 

— «• y, — ^ //I — n* 



Uo et a, etant des entiers non divisibles par m-h n, compris entre o el 
m^ — /i^? L'equation Xt = 9(.r„) nous donne 



OLnn . '• -i . *i 



— rr= XoH -> 



oil Xo est egal a i ou a zero; on en conclut que a^ — rn doit etre divi- 
sible par m, et Ton pent poser 

Tequation precedente devient alors 

(2) Po^- rm — a,-H Xo(/n*— /I*). 

En exprimant au contraire que 9(0?! ) = x^^, on trouve encore 

(3) a, — r/i =?i/yi, 

(4) Pi-hrmi=a„-HX,(m«--/<«), 

oil p, est un entier et \^ zero ou Tunite. 
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On tire de la 

3i=r/- — (mXo4- nli), 
a^— ao=:: /n(m — n) (Xj — Xq); 

el comme on ne saurail avoir a, = ao, car il en resulterait a;, = x^, il 
faul que des deux quantiles X, el \ Tune soil zero et Taulre I'linite : 
faisons en consequence 

Xo=:0, Xj— -I, 

on trouve 

aQ=i r{rn -{- n) — m*, ai^i^ r{m -h n) — mn, 
a, — olqZzi m{m — n). 

Introduisons le reste et le quotient de la division de mn par m 4- /7, 
en sorte que 

mn zn ( m -h /i ) A -h 6, o -< e < //J -h « ; 



» • 



on peul ecrire 

ao= (m -h n) (r— - m 4- A) -+- e, 
oL^— {m -\- n) (r — h) — e. 

Comme a, > a^, il suffit que a^ soil positifetaf inferieur am*— w*. 
On trouve ainsi que a^, et a, doivent etre congrus Tun a mn et Tautre a 
— mn, suivant le module (m -+- n), et que Ton doit avoir 

(.5) a„~ (//? -+- n)So-\-t, 

(6) a,:^ (/n -h /i)5, — £ 

avec 

( 7 ) 5i — 5o ::^ m — 2 A > o : 

5o peut prendre Tune quelconque des valeurs o, i, 2, 3, ..., 2{h — /i), 
et rsera donne par la formule 

(8) r 1=5 4- /w — ^; 

on va conslaler que les formules (5), (6), (7) el (8) resolvent comple- 
tement le probleme. 
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32. Menons par le point s = o deux demi-droites, Tune OXorigine 

des arguments, Tautre OV correspondani a Targument 2 n qui 

est inferieur a an; ces deux demi-droites divisent le plan en deux 
regions. Dans la region Ro on aura 



m — r 
argum. -3<2 7: , 



et dans Tautre region R, 

m — r 
argum. s > 27: ; 

•'argument de z que Ton considere est celui qui est compris entre o 
et 271. 

On remarquera que le point Xq est dans la region Ro el le point a:, 
dans la region R|. 

Considerons I'expression 



Targumenl O/x -f- in — ne pent etre inferieur a /\7:, mais pent etre supe- 

rieur a 2n; il est inferieur a 21: si ;; est pris dans la region Ro, il lui 
est superieur si z est pris dans la region Rj. 
Appelons done 5, Targument de (f{z) qui est compris entre o et 27r, 

on aura 

/* 

Dans la r^»gion Ro 0,=:: Ou. 4- 211 — , 

ni 

Dans la region R, O.zzzOul— 27: 

//* 

Mais je vais plus loin. Supposons que Ton parte d*un point z de la 
region Ro, je dis que (f{z) est un point de la region R<. Il suffit de 
monlrer que 

r m — r 

OijL -i- 2 7: — > 2 ic — — ; 
m n 

or, de rinegalite 

{m — /r) (m -f- /i) — m*4- 6> m*, 
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on (leduit, puisque r> m — h en verlu de Tequation (8) et de 5„> o, 

r{m 4- /i) > ni^ 



OU 



r m — /• 
— > > 



m n 

d'oii 



- r m — /• 

Oix-hai: — >-27: • 

m n 

Partons, au contraire, d'un point de la region R,; je dis que Ton 
tombe sur un point de la region R^ apres une substitulion. II suffit de 
prouver que 

ni — r ni — r 

in n 

ou que 

m f m — r m — r 

0<27r — I i 

n \ n n 

or Ic second membre est superieur a 27:; Tinegalite est done loujours 
verifiee, puisque Ton prend 

O<0 < 211. 

Si le point z est interieur a la region Ro» le point (f2q[z) sera aussi 
interieur a cette region, et Ton aura, en posant ^2q[^) = P2q^^^^i^ 
o<62^<27r, 



en partant, au contraire, d'un point :; interieur a R,, z^q sera aussi 
interieur a R,, et Ton trouve 

On a, dans un cas, 

2 TCOt 

lim 6j^ r=z — - — 5_^ ou lim z^g = Xq 

et, dans Tautre, 

\\m^i„=^ ^ \ ou \imzfa=:x., 

Mais si, pour fixer les idees, on part d'un point de R^ et que Ton 
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forme les quanliles (f^{z)y <?2(2^)» • • •» 92^(2)» ?27+^i(s), . .., on Irouve 

ce qui montre bien la convergence alternative vers x^ et x, cles lermes 
(le la suite 

selon la parite de leur indice. 

32. La meme methode qui a donne 6(2), au n^ 17, nous donne ici 

'\Ji,o(-) = J:-olog — > 

ct ift)o(-) et '\a>,(s) sont liolomorphes dans les regions R^ et R, respec- 
tivemcnt. 
On verifie, d'ailleurs, que dans la region R, on a 

et dans la region R, 



Dans le cas actuel on trouve done 

Xq X\ 

X est defini par Tequation X^ — a = o, c'est-a-dire que X = ± |x; pre- 
nons X = (JL, on a 

3toX [AJ^o ^ 

* ~ «o ~ [J^-i^i ^ ° *^1 



On 



peut faire ao= — ' et alors a, = — > en sorte que la fonction 
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B(s) doit co'incidei' avec log-^ dans la legioD B 
la region R,. 

II. ~ Remarques finales. 



0. el avec log— dans 



34. Dans la llieorie gcnrrale, nous nesomtnes pas sorii ducercleC^; 
ce dernier exemple nous monlre cependanl que, dans cerlains cas, il 
csl possible d'co sortii' el de lui subslilucr des regions plus elendues. 
Supposonsqu'un point :;du plan conduiseau point j?; il devraconduire 
en un point s* inlerieur an cercle Cj apres un nombre fini k de substi- 
luliuns. Si le point z* n'est pns, ainsi que je le suppose, un point essen- 
tiel pour la fonclion fki^)< »' exislera autourde 3 une region continue 
de points qui conduiront tous ii t'interieur du cerL'le C^ apres k substi- 
tutions; si Ton remplace alors dans tous les ibeoremes precedeols la 
hauteur maximum h des points dii cercle C^ par rapport a un cercle 
concentrique r, par celte liauteur auginenlee de &. les ibeoremes 
devienneiit applicables a la region qui enloure le point s. 

Plus generalement, soil U une region du jilan, il suilit que Lous ses 
ptiints conduisenl a Tinlerieur du cercle C^. pour lumber sur le point x 
npres un nombre infini de substitutions. 

Si Ton appelle i la hauteur maximum des points de la region U p<ir 
rapport a C^, il sulfirad'augmenter h ile i pour que tous Ics tbeoreincs 
soient applicables h la region U. 

Si Ton envisage la totalitc des points du plan qui conduisenl de la 
sorle a I'interieur du cercle C^ et, par suite, au point a;, on pourrait 
etendre a la region qu'ils furment les tbeoreuies gencraux. Mats on ne 
sait rien de general sur la maniere dont cette region est limitee, et Ton 
ne peut pas afOrmer a priori que le mode de delimitation n'est pas de 
nature ii restreindie celte extension. 

L'imporlance de la division du plan en regions d'aprcs le point li- 
mite auquel conduisent ses points se trouve ainsi une fois de plus mise 
en evidence. Mais on concevra quelle dilllculle s'attacbe au prohleme, 
en songeant qu'il y a generalement une inlinile de groupes tirculaires 
limiles, poursi grand que soil I'indice auquel ce groupe appartient. 

M. Cajlcy a mis le premier en avant ce probleme dans le cas de la 
regie de Newton; mais, meme dans le cas d'un simple poljnomeenlicr, 
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\i' nombre des groupes limiles peul eire infini, el, si le probleme a pu 
eireresolu dans le cas d'une equation du second degre, cela lient a ce 
qu'aucun des points racines d*indice superieur n'esl limitc dans vc 
eas, et qu*ils sont tons sur la droite, lieu des points equidistants des 
points racines, droite qui, on le sait, divise le plan en deux regions 
telles, que (out point de Tune d'elles conduit au point limite qu*elle 
con lien I. 
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